الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية 
وزارة التربية الوطنية 


الرياضيات 
الجرء الاولٍ 


السنة الثالثة من الت التعليم الثانوي العام و التكنولوجي 


الشعب: 

» رياضيات 

۾ تقني رياضي 

* علوم تجريبية 

إشراف و تأليف 

ححكد فد را مفتش التربية والتكوين 
المؤلفون: 

لہ تاوريرت جمال مفتش التربية والتكوين 
ل محمد كورين مفتش التربية والتكوين 
ل عبد الحفيظ فلاح أستاذ التعليم الثانوي 
لہ عبد المؤمن موس أستاذ التعليم الثانوي 
ل. غريسي بلجيلالي أستاذ التعليم الثانوي 


بسه الله الزحمان الرحيو 
211111111555221 مدخل جع وود 
أعد هذا الكتاب استجابة لمتطلبات المنهاج الجديد الخاص بالسنة الثالثة من التعليم الثانوي 


العام و التكتولوجي الخاص بشعب الرياضيات » التقني الرياضي والعلوم التجريبية الذي شرع 
في تطبيقه ابتداء من الدخول المدرسي 2007 - 2008 


بالإضافة إلى الاحترام التام للمنهاج فقد حاولنا العمل بمختلف التوجيهات الواردة فيه كما 
لى تجسيد المقاربة بالكفاءات التي يني عليها من خلال اختيار أنشطة مناسبة سواء 
مختلف المفاهيم أو عند إدماجها كما حظي استعمال تكنولوجيات الإعلام 


يحتوي الكتاب على ستة (6) أبواب تمت هيكلتها بنفس الكيفية على النحو التالي: 


المستهدفة إضافة إلى نبذة تاريخية. 


ه اختبر معلوماتك. 
اردنا أن نجعل من هذا الكتاب وسيلة عمل ممتعة و ناجعة في آن واحدء نتمنى أن 
يمكنكم من التحضير الجيد لامتحان نهاية السنة. 


و كون هذا العمل إنجازا بشريا فإنه لا يخلو من النقائصء و عليه فإننا نرحب؛ بكل 
اهتمام: بانتقادات القراء التي تهدف إلى إثراء و تحسين الكتاب و هم مشكورون مسبقا على 


م 1 
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الموضوع 


1. النهايات والاستمرارية 
أنشطة . 


الدرس والطرائق 
نهاية منتهية أو غير منتهية عند مم4 أو م .... م 


الدالة اللوغاريتمية النيبيرية. 
الخواص الجبر 
دراسة الدالة اللوغاريتمية النيبيرية. 
الدالة اللوغاريتمية العشرية.. 
دراسة الدالة ,هل ... 


دراسة الدالة *م جم × و جلك ×. 


قولنين الاحتمالات المستمرة.. 
e‏ احتمالي..... 238 


استعمال الحاسبة البيانية 


المتغيّر المشوالي ‏ 
لمتغيّر عشوائي 
الاحتمالات الشرطية. .210 
الحوادث المستقلة والمتغيرات العشوائية المستفلة 212 


الأمل الرياضياتي والتياين 


الكفاءات المستهدفة 
حساب نهاية منتهية أو غير منتهية لدالة عند الحدود(المنتهية أو GENE‏ 
لمجالات مجموعة التعريف. 


حساب نهاية باستعمال المبرهنات المتعلقة بالعمليات على النهايات أو المقارنة 


ثبات وجود حلول للمعادلة # > (2)/ر») عدد 


و فيزياء من جنسية فرنسية عاش في الفترة من 1789م إلى 
تأثير عظيم على معظم فروع الرياضيات» و بصفة خاصة 


يح م و رم حي يت جر و ورت 


ات و الاستمرارء و طور نظرية الدوال ذات متغيرات عقدية؛ 
شجعه على متابعة نشاطه في الرياضيات العالم لابلاس و العالم لاغرانج و أصبح أستاذا للرياضيات 
في مدرسة البوليتكنيك. جامعة السوربون و كلية فرنسا و يسبب آرائه السياسية و الدينية رفض أن 

يفسم يمين الولاء للويس فليب سنة 1830 فنفي مع حفيد تشارلز العاشر o‏ 
متحسب كرسي أستاذية أنشئ من أجله» و لكنه تركه لتعليم حفيد تشارلز | 


E 


تعتبر الدالة / المعرفة على ]سه +:1:0]][[0-] بر 171 


= (*) ۶ و لیکن( ,©) تمثيلها البياني. 
1) وضع تخمين 


أظير على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني ( /©) ثم أنجز التكبيرات ( 3007) التالية: 1 


نعتبر الدالة به المعرقة على ا[ ب ك =( )»و لتكن ١‏ الدالة المعرفة على بي 1+ 2+ - [) لا 
1-1 5 
© الاخظ على شاشة حاسبة بيانية أو مجدول لوف لقا 5 
وون ۽ ۷) من أجل ع كبير بالقدر الكافئ ل #تب] ”0 
r+” | 37 1‏ 
9 واه ع ب ا هد gg‏ 
© عين ‏ نهاية الدالة ١‏ عند --+ ثم نهاية الذالة /و عند .ا iat EN‏ 
2) وضع تخمين ا 
ْ 
و > ثتمتل أعندا حقيية أوءم+ أو هه 


۰ ۷ و / نوال حيث ينه ۷= لء 


. » ضع تخمينا بخصوص نهاية الدللة / عند‎ ١ 


5 


إذا قرضنا ار 


v(x)=e مدرعاسسلار‎ 


حيث 1+ > ×> م و ترمق لها بالرمز 8 أو [ ]+ 


1) أصب [2,3-]. (1-) عء [۷3] ر (11,01) E‏ 
2) نعتبر الدوال ٠‏ بم و ۸ المعرفة على المجال ]2:1-] كما يلي: 


]= (ع) / ۰ [×]- »= زء) ۽ +1١‏ :+ -() و لتكن ( ,۰)6( ٠),‏ (,©) تمثيلاتها الببائية على 


ع١(‏ .€( (رع). 


٠ه‏ هل بإمكانك رسم المنحنيات ( ,۰)۳( , ©)و ( ,©)بدون رفع القلم ( اليد ) ؟ 


ه أرسم في معالم مختلفة التمثيلا: 


؟ عند 0 ؟ 


٠‏ بم و4 نهاية عند1 


CL 


دوال /» ۽ و۸ معرفة 


CIUOadooall 


3 
ا‎ ١ 
1 | EE 5 EE 7 و‎ 
| 


و # مستمرة على المجال [1:2-] ؟ 


انية حدد. حسب قيم العدد الحقيقي /؛ عدد حلول كل معادلة من المعادلات التالية: 
h(x)=k (3) »(x)=k (2) (x)= )(‏ 


* هل تقبل كل معادلة من المعادلاث (1): (2) ٠‏ (3) حلا على الأقل في المجال [1:2-] ؟ 
* هل تقبل كل معادلة من المعادلات (1)؛ (2) ٠‏ (3) حلا وحيدا في المجال [1:2-] ؟ 


2. نهاية غيرمنتهية عند + أو هم 
تعريف1: / دالة معرفة على مجال من الشكل ]مه +:20] ٠‏ 8 
ول أن نهاية / عند + هي +٥‏ يعني أن كل مجال من الشكل ]مه +: ۸]( ۸ © ۸) يشمل كل القيم | 
أجل × كبير بالقدر الكافي. تكتب م+ =( :د) / ”1ا و نقرأً( ») / يؤول إلى + لما يزول > إلى 


تعريف2: / دالة معرفة على مجال من الشكل ]م +:,*] * 7 
/ عند +٥‏ هي -٥٥‏ يعني أن كل مجال من الشكل [ 8: ---[ ( ۸ ٤‏ 8 ) يشمل كل القيم (&) 7 
| أجل : كبير بالقدر الكاقي. نكتب مح - ( +<) / 0ا و نقرآ( ) / يؤول إلى -- لما يؤول بر إلى 1060 


ملاحظة: نحصل على تعريفين مماثلين عند مه 


امثلة ممح * lim‏ ممح lima?‏ صب limx?‏ 


3. المستقيم المقارب المائل 
| تعريف: ليكن )٥,(‏ التمثيل البياني لدالة ٣‏ ف معطم و لیکن (4) المستقيم ذو المعادلة: += ٠‏ 
الفول أن المستقيم (4) مستقيم مقارب للمنحني (,©) عند +١‏ ( على الترتيب عند <> ) يعني أن 

۵)]=0+ ا ( على الترتيب 0-[(م+عم)- ضار ]يسلا ) . 


/ معرفة كما يلي:( )0 + 8+ ممح () / مع0 - ( )م صا أر0 >( ع)م im‏ 


لة + 48 ر مستقيم مقارب مائل للمنحني الممثل للدالة / عند ص+ أو ص . 
لمعرفة على "88 بب ا +3- 2 =( ) / و ليكن ( ,©) تمثيلها البياني في معلم. ' 


1 


1 
سینا 0= ذا او 0= جل نا .و مده فالمستقيم (4) ذو المعادلة 23 = ال مستقيم مقارب لتر آ6 
عر Ly‏ 


عند ص4 و مما 


أجل > كبير بالقدر 


قيم (+) /. ومنه تهاية / عند ممه هي 0 
تمرين محلول2: لتكن / الدالة المعرقة على ]-+:3] بب 3= ل - () / 
يف أن: صم - () im‏ 


4< × ومنه المجال ]ض+: 4/] 


1 2 : : : 


تمرين محلول3: لتكن / الدالة المعرفة على ٠]‏ +:0[ پا ×= (8) / و لیکن( ,©) تمثيلها 


البياني في معلم. 
بعد تمثيل ( ,© ) على شاشة حاسبة بيانية. ضع تخمينا بصدد وجود مستقيم مقارب مائل للمنحني (,6). 
أن المستقيم 1 - += ار ((1) مستقيم مقارب للمنحني ( /©) عند -+. 


3. أدرس وضعية [ ,©) بالتسبة إلى( 2). 


زعام مااع حاص ههه 


ااا 
طريقة: لدراسة وضعية ( ,) بالنسبة إلى /+ 46 - «:(() ندرس إشارة الفرق [(+ ) [4) //] * 


0 ۳ا =[ )-( ») /] ذا و مده المستقيم !- ×= ر:(0) مستقيم مقاب ا(6 


[0- )-(۰) /] و منه من أجل كل × من | +:0[» کے 


)١(- 0‏ /]. إذن المنحني ( ,)) يقع تحت المستقيم المقارب (10). 


TN KO) - mE 


ر منتهية لدالة عند عدد حقيقي 

1. نهاية منتهية عند عدد حقيقي 

ة معرفة على مجموعة من الشكل ]5:0[ لا ]>[ و / عدد حقيقي. 

/ عند ,)د هي / يعني أن كل مجال مقتوح شامل للعدد / يشمل كل القيم () تر من أجل × قريب 
بالقدر الكافي من ,:د. نكتب 1=( ») 1106 و نقرأ ( :<) / يؤول إلى / لما يؤول > إلى 10 


مرجم 


زا 


-(*) / و (,©) تمثيلها البياني. 


x 
تبين شاشة الحا ب × من 0 إلا و اقتربت ( ×) /ر من1.‎ 


بواسطة الحاسبة يتضح أكثر أنه يمكننا جعل ( ») / 


اليج 
e‏ 


يد بشرط أن يقترب × من 0 بالقدر الكاقي. لدينا إذن 


اط الأول ) 


2. نهاية غيرمنتهية عند عدد حقيقي 


كل مجال من الشكل ]0ه +: ۸(]۸ > ۸) يشمل كل القيم ([:د) رامن 
من ,ند. تكتب ممه (:<) / صا[ و نقرآ( ×) / يؤول إلى + لما يؤول :د إلى رن 


8-121 1 

مثال1: لتكن / الدالة المعرفة على [2)-8 بج ل - (+ا 

5 ن(  )١‏ تأخذ قيما كبيرة بالقدر الذي نريد بشرط أن يقترب × من 2 
كذا + - () lin/‏ 


فة على مجموعة من الشكل ] ط: م[ لا ]م 0[. ١‏ 


مثال2:_لنكن / الدالة المعرفة على ٨‏ ب (:1) /. تعتبر الدالتين ر ودر 
: 
رقم :0 ب (ع) Jı(x)=f,(x)=/‏ 
(x)‏ سناو + lim/, (x)=‏ 


ن ي -- و أن نهاية / عند 0 من اليمين 
im / (x)= stim)‏ 


تعريف: ليكن (,©) التمثيل البيادي لدالة /ر في معلم واليكن [(4) 3225 27:2072 ۲ 


القول إن المستقيم (4) مستقيم مقارب للمنحني ( ,) يعني أن نهاية الدالة / عتد > ( من اليسار أو من يمين 
هي د أو مم. : 


تمرين محلول1: لتكن / الدالة المعرفة على ]--+:1-] بب 2- 1(7+ >) -(*) / 
نريد دراسة سلوك ( *) / لما يؤول © إلى! . 

1. ضع تخمينا. 

2. في أي مجال يجب اختيار × بحيث ينتمي ( ) / إلى المجال [1,99:2.01] ؟ 

3. , عدد حقيقي حيث | > ,>0 


٠‏ قي أي مجال يجب اختيار × بحيث [2+7:,-2] ع( >) /؟ 
٠‏ ماذا تستنتج علما آنه يمكن اختيار, صغيرا بالقدر الذي نريد ؟ 


طرائق و زعارب ن محلولة 


(1+1) أي من العدد 2. 


أنه كلما اقترب :د من1 اقترب ( :) / من 2 


0 (*) /> 1,99 يعتي 4.01 > (1+ ×) > 3.99. يمكن اختيار ند بحيث 2,002 > 1+ :> 1,998 


10> > 0,998 و مته ]1,002 ; 0,998[ € + 


+2 >[ +) /> 2-۲ يعني 4+7 > *(1+ ند) > 4-7. يمكن اختيار × بحيث 
15 4-7ل أي مجول +|-ك 1+4-r <x‏ 
عنه| +4 + 1- ؛ «-جل +1- | e‏ 
») / قريبا من 2 بالقدر الذي تريد بشرط أخذ ند قريبا من! بالقدر الكافي و هذا يثبت أن نهاية 


/ على شاشة حاسبة بيانية ثم ضع تخمينا بخصوط نهاية / اا 


2. ۸ عدد حقيقي موجب تماما 
۾ في أي مجال ختيار . بحيث يكون ۸4 <(»٭) / ؟ 
٠‏ أثبت صحة التخمين الموضوع في السؤال1. 
حل 
5 هاية الدالة '/ عندا هي 
4 زیی اوح کے فلي كم دعل 
الكل 1 
2 9 
1 1“ م و ال ١‏ 
: سك 


0 
علما أنه يمكن أخذ ۸ كبيرا بالقدر الذي نريد يمكنئا جعل ( ») / كيرا بالفدر الذي نريد بشرط أخذ × قريباً من[ 


حتى يكون ۸<( 8) / نختار ‏ فى المجال + 
| 


بالقدر الكافي و هذا يثبث أن نهاية الدالة / عندا هي «م+. 


ل تتمات على النهايات 


1. بعض نهايات الدوال المرجعية _ 


|0| 1م | | 0> | 0<[ |750 | — إصد | [eR‏ 


ا 
E REE‏ 
1 = ]هم | مهد | مد | 0 


ملاحظة: تسمى الحالات التي لا تسمح فيها النظريات السابقة من استنتاج النهاية بحالات “عدم التصين “(ح ع ت ) 
3. نهاية دالة كثير حدود أو دالة ناطقة عند + أو مه 


قواعد إجراتية A I e ٠‏ ي ثهاية 
٠‏ النهاية عندهه+ و عند «-- لدالة, , ل 


| 3. يرس نهايتي الدالة ۶ علد مم وعند مم . 


lim/ (x)= رست و‎ (x)= lim (x) =+ .1 
lim / (x) lim / (x)= lim (3x) = مم‎ .2 
lim / (x )= lim (x )=—e و‎ lim / (x)= lim | Ã— |= tim (-x 3 


2+3 


2: لتكن / الدالة المعرفة على [2:1-]- ۸ TE a‏ 
1 حدد حسب قيم × إشارة 2- + ×. 


2. آدرس التهايات من اليمين و من اليسار عند كل من 2- و1. 


2)ستاء 0-[2- + + »)ا و بما أنه من أجل1> بر>2- . 2>0- ×+ × 


5 )ل 0= (2- +x‏ )نهنا و بما أنه من أجل |> ×+>2- . 2>0- ×+ × 
(x) 1‏ رسلا 
hn) 2 +3(5‏ 0ع (2- + ” )جما و يما أنه من أجل |< × , 2<0- ×+ 27 
فان lim / (x)‏ 
(x) lim lim 0.3‏ رملا 
5 داكت 


لع بسر 


ل نهاية دالة مركبة-النهايات بالمقارنة 


1. نهاية دالة مر 


مبرهنة1: ۴ ۾ و 4 دول و / عند حقيقي. إذا كانت / -(2) م بهل[ 9 1< 
أجل > كبير بالقدر الكافي () 7 5() /5(>) م فك 1( 1207 | 


sinx 


إذا كانت + - ( +) بم 110 و إذا كان من أجل × 
هاي () م.< (») / فلن مدع 
.م دالتان. إذا كانت --- () ۾ واا و واکان 
شعي ( )ع دزع) ۶ فن سد رع) رن ' 


مره 


ي النهاية عند ٠٠‏ وعند عدد حقيقي 


ند لعثبر الدالة / المعرفة على ۳ ب نا+ :دح (+) م 


للد > = و منه فا 
vı IS xin‏ 


iim / (x ) ن عمو‎ im (x -١( » + يما أن‎ 


lim / (x) o فك‎ lim (x #1) 


221 


x -1 


دلاحظ أن / هي مركب الدالتين » و ٠١‏ بهذا الترتيب حيث 


«(x)=‏ د للعرم)م رمد ر) 


+ بماأن 2= in (ZZ‏ و 2= نا قبن 2=( )١‏ / نا . نجد ذلك 0/2-(ع) / ا . 
اق 0=) +(« lim‏ و 0=) Jim (x‏ فن 0-() رسلا 
بما أن + (+) » جنا و +=( ) ۷ صا فان lim / (x)=+e‏ 1 


COSX 
32 


(x)s1+‏ كدر 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على 8 بب 


/ (x)=1+ 


1. بين آنه من أجل كل × من “۴ 


أ 2. أستنتج لهايتي الدالة / عند +٠٠‏ وعند مم-. 


نعلم أله من أجل كل × من ۰8 1 > “دؤون > 1- و منه فإن من أجل كل × من '* 


بالتالي فان من أجل كل + من 1 EA‏ 
١‏ 0 1 
2ا ++ ) سنا -| جل -1 ) هنا فن 1- (ع) “رسنا و (x)=1‏ رسلا 
تمرين محلول3: نعتبر الدالة / المعرفة على ۴ ب ر=() ۶ 
2+sinx‏ 
1. بين أنه من أجل كل ۲ من ١8‏ 51 7 ٍ ا 
2. استنتج نهايتي الدالة / عند +٠‏ وعند -م-. 2 


5 : 5 1 
1. من أجل كل ۸ من ۰ ١‏ > تدواع > 1- و منه3 > كدهزة+2 15 أي ۱> 35 
55 1 1 1 
2. لدينا 5> ومن أجل × من[0:-[ لدينا 2> ہما أن مه = صا فن 
24in‏ ل 3 24sina‏ 3 


im f (x)= 


1 1 
5< ومن أجل د م ےو 
2rsinr 3 3 ` 2es‏ 


(x)= tee‏ سا 


ل. الاستمرارية 
1. تعريف الاستمرارية 


( / مستمرة عند» ) يعني ((0) [-(©) /1109) 
:: القول أن الدالة / مستمرة على مجال / يعني أن / مستمرة عند كل عدد حقيقي من 1. 


االة / مستمرة على مجال / عندما يمكن رسم منحنيها البيائي على هذا المجال دون 


الدالة / الممثلة في الشكل المقابل غير مستمرة على المجال 
2-] لأنه لا يمكن رسم منحتيها البياني دون رفع القلم, 


في حين نلاحظ أنها مستمرة على كل من المجالين [2:1-] و[1:3[ - 


أمثلة: 


© الدالة 4+ 213-34 جم × مستمرة على . 


8 


5 


IE f(x) 
0 مثل بياتيا الدالة /. هل تقبل الدالة / تهاية عند‎ .1 | 
// هل ادالة ۶ مستمرة على [2:3-] ؟ أذكر مجالا تكون الدالة‎ .2 | 

حل: 
1. أنظر الشكل المقابل. لدينا مر جهة 2 -( *) / ”ا و لدينا من جهة ثانية 


انق و 


0-(*) / هذا . إذن لا تقبل الدالة f‏ نهاية عند 0. 


الي فهي غير مستمرة على [2:3-]. 


ارين محلولة 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على المجال 12 بب «ومء (1+ ++ :د) -(:<) / 
بين أن الدالة / مستمرة على 8 . 


لدالتان دوو جم × و 1+ 
الدالة / هي جداء 

| تمرين محلول3: نعتبر الدالة / المعرفة على ]1:2-] بب: 1+( (=x)‏ 

| حيث الدالة ( ») ع جا :د هي الدالة الجزء الصحيح ( أنظر النشاط الأول ) 

1. عين عبارة ( :د) / على كل من المجالات التالية: ]1:0-] ٠‏ ]0:1] و ]1:2] 

2. أرسم في معلم ( ., /:0) المنحني الممثل للدالة /. 

3. هل الدالة / مستمرة على المجال]1:1-]؟ على المجال ]1:2-]؟ 


alhaeearr nar 


| 
1 


ن أجل ]1:0-] e‏ ند لدينا 1- =( )£ ومنه 1+ ع > (*) / 


]0:1] © لدینا 0=( »)£ ومنه )2(-١‏ / 


نا ١>-(ع)‏ 2 ومنه 1+ ع -(ع) / 


المجال |1:1-] لأنه بإمكاننا رسم جزء المنحني 


الدالة / ليست مستمرة على المجال ]1:2-] لأنها غير مستمرة علدا كما نلاحظ أنه لا يمكن رسم منحنيها 
البياني دون رفع القلم. 


من أجل كل عدد حقيقي » محصور بين (4) f‏ و (5) ي 
تقيم (4) ذو المعادلة # = ار يقطع على الأقل مرة واحدة 
المنحني (©) في تقطة فاصلتها » محصورة بين © و ٠5‏ 


( يالتسبة للشكل المقابل (4) يقطع ( ©) في ثلاث نقط فواصلها على 


حالة خاصة: إذا كانت / دالة مستمرة على مجال [4:8] 
و کان 0 > (8) /»ا(ه) / ( العدد 0 محصور بين )a(‏ ثرو (6) /) 
قإئه يوجد على الأقل عدد حقيقي © محصور بين ۾ و طا بحيث 0-(ء) ر ۵ a C‏ 


أي أن / تنعدم على الأقل مرة واحدة على [:4] . 


3. المعادلة » -(3) / 


'/. دالة معرفة و مستمرة على مجال [ 4:0] فإنه من أجل كل عدد حقيقي » محصور بين (©) ر 


٠85 تقبل على الأقل حلا » محصورا بين © و‎ / )١ (=۸ ادلة‎ ()s 


ملاحظة: مبرهنة القيم المتوسطة تؤكد فقط وجود حل على الأقل للمعادلة ۸=( ») / أما تعيين الحلول أو قيم 
مقربة لها فيثم بإتباع خوارزميات مختلفة. 
مثال: لتكن / الدالة المعرفة على 48 يب 1- “+x‏ برع () / 
/, دالة كثير حدود فهي إذن مسثمرء على ۴ و لدينا 1- > (0) “رو 1(=1) ل 3 
العند 0 محصور بين (0) / و (1) ار ومله» حسب مبرهنة اقيم المتوسطة: 7 8 
المعادلة 0=( ::) / تقبل على الأقل حلا محصورا بين 0 و1. 


طريقة: لإثبات وجود حلول معادلة على مجال [6:0] باستعمال مبرهنة القيم 
٠ه‏ تكتب المعادلة على الشكل / - ( *) ثر. 

٠‏ نتحقق من استمرارية الدالة f‏ على المجال [ط:»]. 

f )8( نتحقق من أن العدد » محصور بين (©) / و‎ ٠ 


5-2 - (*) / ( يمكن اختيار كتابة أخرى مماثلة ) 
ة كثير حدود و بالتالي فهي مستمرة على 12 و من تم على [2:1-]. 

محصور بين العددين4- و 1-. 

أن حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة 2- = 2:8 - * :د تقبل على الأقل حلا في المجال [2:1-]. 


) / و 1--(1) / كما نلاحظ أن العدد 


يمكن مراقبة النتيجة باستعمال حاسبة بيانية بحيث يتم 


تمثيل الدالة / و المستقيم ذا المعادلة 2- - ر ثم ملاحظة تقاطعهما. 


١‏ 1 طهر على شائمة حاسب بيقية اتیل لبقي لذ 
. 2 بين أن المعادلة 0= )٠(‏ ۶ تقبل على الأقل حلا في ه 


Na‏ »مام 


بان المعادلة 0 (1) / تقبل حلا محصورا بین 2- و 1=. 

يما ان / دالة كثير حدود فهي مستمرة على ۸ و بصفة خاصة على المجال[1-:2-]. 
الدينا من جهة ثانية 1- > (2-) / و 1= (1-) “رو بما ان 0 محصور بین 1- و 1 أي بين (2-) / و (1-) /ر 
إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة؛ المعادلة 0 > ( )٠‏ / تقبل على الأقل حلا في المجال [1-:2-]. 


ا. الدوال المستمرة و الرتيبة تماما 
1. الدوال المستمرة و الرتيبة تماما على مجال[ 


الدالة / مستمرة و رتيبة تماما على المجال [:4]- 
و لیکن / عدد حقيقي محصور بين () / و (8) ٣ر‏ ومقه حسب مبرهنة 


القيم المتوسطة: يوجد على الأقل عدد حقيقي © محصوز بين و ل 


التامة للدالة / على المجال [ / 
بالتالي يوجد عدد حقيقي وحيد © من [ 4:0] بحيث ‏ -(0) / أي أن © هو الحل الوحيد للمعادلة )= (») /ر. 


ملاحظات 


ملاحظة 1: إذا كانت الدالة / مستمرة و رتيبة تماما ( متزايدة تماما أو متناقصة تماما ) على مجال [:4] فإن 


التكن / الدالة المعرفة على | 1:4 اب درم ر 


الدالة / مستمرة و متناقصة تماما على ]+ 1::0-[ و لذينا صي (x)‏ رست ء مجزع) رصترء 


إذن من أجل كل عدد حقيقي / من ]--+:0[ المعادلة ‏ =( )٠‏ / تقبل حلا وحيدا, في المجال ]م +211[ 


7 الدالة / المعرفة على [4:3-] 
1. أحسب ( +)” / ثم شكل جدول تغيرات الدالة / . 5 2 
2. أرسم التمثيل البياني للدالة “ر على شاشة حاسبة بيانية باختيار نافذة مناسبة. 
3. بين أن المعادلة 8- ( ) / تقبل حلا وحيدا في المجال [2:1-]: 

4. باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا لهذا الحل سعته 107 


1. من أجل كل × من [4:3-]ء (1- »)(2+ )6 - ()”/ 


1 2- ا 


.-658521 و‎ f )1(= 


كثير حدود فهي مستمرة 

المتوسطة المعادلة 8- (2) / تقبل على الأقل 
© وجيدء 

( إظهار قيم مقربة لإحدائيي نقطة التقاطع 
» و مله نستنتج الحصر التالي: 0,53- > ©> 0,54-. 


2-].إنن مبرهنة 


متناقصة تماما على [2:1- 


3 لتعيين حصرا للحل » يمكنناء بعد تمثيل المستقيم ذي المعادلة 


ل2: نعتبر الدالة / المعرفة على المجال ۴ بب 5+ :3-2 ب 
1 ن أن المعادلة 0=( ×) / تقبل حلا وحيدا ©. 

2. مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني الممثل للدالة / ثم عين حصرا للعدد © سعته !107. 
3. عين حسب قيم ند إشارة الدالة /. 


( »)۶ و بالتالي لدينا من أجل كل عدد 


ا و >( ) “ردوفا . كما أن الدالة / مستمرة على 1# لأنها كثير حدود. 


الذ0 > (2) / تقبل حلا وحيدا» .| 00 


أن 4. > هم > 1,3 


3. من أجل |:| € بد 0< (:) / 


و من أجل ]--+: »1 € 0۸> (ع) / . 


TIUAOoOMISIIGL 


بر تطبيق: أدرس النهاية عند1 للدالة بم المعرفة على [2-11 ب 7 


2+ 2+2 23+22 
نعتبر الدالة / المعرفة على [2:1-)-۴ يب 22222237 د (ج) ۶ 


٠‏ أحسب (2+ ×+ *×2+ im)‏ و (2- ×+ * *) صا . هل يمكن استنتاج نهاية الدالة ۶ عند 2- ؟ 
».اقم بتحليل كل من 2+ ×+ 7+2 و 2- + *جاء 


ه بین أنه من أجل كل × من (2:1-]-12 


٠‏ استنتج نهاية الدالة / عند2-. 


2x +‏ 
2. باستعمال التحليل 


نعتبر الدالة / المعرفة على ]د +:1] بب 2- برج بل -1+ ج2=(») ۶ 


» هل يمكن تعيين نهاية الدالة / عند +٠٥‏ مياشرة ؟ لماذا ؟ 


سول ا عاد سا ل لمم سمه | (x)=‏ 


٠ه‏ استنتج نهاية الدالة / عند مم+د. 


تطبيق: أدرس النهاية عند +٠«‏ للدالة بم المعرفة على ]-ه+:0] بب #«له-2 + ×=(«») ۾. 


تعمال المرافق 


] المعرفة على ]مه +:2] بب :22- #عرل.- 1+ 3 =( (x‏ عر 


.+« تحقق أن لدينا حالة عدم التعيين لما يؤول × إلى‎ ٠ 


20 


تطييق: أدرس النهاية عنده- للدالة بم المعرفة على [1-:م[ بب ×+ بل +2+ ×=(«)۾. 


٠‏ استنتج نهاية الدالة /ر عند مم+. 


4. باستعمال العدد المشتق 
نعتبر الدالة ر المعرفة على بب أ =( ») / 
03 
» هل يمكن تعيين لهاية الدالة / عند 0 مباشرة ؟ لماذا ؟ 
٠‏ باستعمال تعريف المدد المشتق عند 0 للدالة .05ء جا :د عين نهاية الدالة / عند 0. 


4-2+عك 
x‏ 


تطبيق: أدرس النهاية عند 0 للدالة بم المعرفة على ]-+:0[ل]]4:0-] بب -() م 


3 إيجاد حصر لحل معادلة بالتنصيف 
رتيبة تماما على مجال [ط:»] بحيث 0 > () /><(») f‏ 
فإن» حسب مبرهنة القيم المتوسطة:؛ المعادلة 0=( *) f‏ تقبل حلا وحيدا © في المجال [ 


م ” هو مركز المجال [6:8]. 


الميدأ: بصفة عامة إذ 


كانت / دالة مستمرة و 


أن 


1. ماذا يمكن القول عن © إذا کان 0>() /»ا(») /ر ؟ 
2. ماذا يمكن القول عن © إذا كان 0<() ر»:(ه) / ؟ 
نواصل بنفس الطريقة من خلال تعويض 4 أو / بب 7# و ذلك إلى غاية الحصول على الحصر المرغوب فيه 
تعيين حصر لب © 
مثال: نعتبر الدالة / المعرفة على 1# ب 3- +3- 7+ («) / 


1. برهن أن المعادلة 0= ( :) / تقبل حلا وحيدا © في المجال 


2. بحساب (72) / ٠‏ حيث 7 هو مركز [2:3]؛ عين حصرا ب © سعته 0,5 


3. بتعويض 2 و3 بحدي الحصر السابق و بإتباع نفس المنهجية أوجد حصرا ل . ما هي سعته ؟ 
4. ما هي سعة || المحصل عليه بعد # مرحلة علما أنه قي كل مرحلة يتم قسمة السعة على2 ؟ 
استعمال مجدول يرامج لحاسية 


1. لمتابعة العملية السابقة أنجز ورق الحساب أسفله ‏ //مت067م1.م© 7189-92 7782-83 
A.E‏ ا 
E‏ مو عاو 
00 

ak 


1 
t8 
tak 
Wle مده‎ E 


بإتباع الخطوات التالية: 


٠ه‏ نحجز في الخلية2 2: 2 82 


ut 
Cex لحجز في الخلية 2 £ : 2-3 8243-3*8 ثم چ‎ ٠ 
Wae Wb) YN 5 
e< E نتقلها نحو كل من الخليتين 2 و 62 ا‎ 
the HFxGsO اا‎ 6 
نيدت‎ 8 Then 48 في الخليتين 83 و 03 نحجز على الترتيب:‎ ٠ 
be X 5 
اود و ورا اام ودع‎ )82*62>082:22( 
ispat a 
2 ثم نسحب نحو‎ =5) 622 


مه 


5125 
1840625 | 05 
1640825 |0 220703 |__ 025 
0.220703 | 0.41382 |_0 125 
0220703 | -0, 10209 | 25 


0.220703 [0.057461 | 0 03125 
0.057461] -0.023 [0.015625 
0,0574610 017134 [0,0078123 
0.017134 0.0030 


1.1 
ES‏ كل عدد حقيقي × ٠‏ لدينا ‏ 
= (>) » . استتتج تهاية الدالة بن عند 46٥‏ 


عدج 1+ Ve‏ 
حل مختصر 


1 أ- يناعمب 1+ + رونا او + = lim KX‏ إذن ممه = 1+ * lim Jx‏ 


ومله جمډ= بر 1+ × (x)‏ مستا 


EE 
E = rE 2 


بما أن عم+= ++ 1+* بل صا فان 0 1 imu (x)=‏ 
r +1+x arm‏ 2 


أ من أجل كل عدد حقيقي + ×+ 1+ ۲ل = 23 + ( )4 ومنه 
= 2۲+( *) » حصب أ لدينا ممه + ل زا إنن 
lim [u (x )+2* ]=0‏ * 
اب- من أجل كل عدد حقيقي × » ماج نبول =) u(x‏ 
وبالتالي إذا كان 0 > د قبن 0< (+) باءو إذا كان 0< × فإن 0<(<) » ٠‏ 
إن من أجل كل عدد حقيقي ندء 0<( »)1 . 
اوحسب 1 اس ادال عفن د »2 +( )اتن 0< ع2+(ع) » 


ج٠‏ المستقيم 17 ذي المعادلة 21- > ار هو مقارب مائل للمنحني © »و © يقع 
قوف المستقيم 12 . 


E CSL 
»و‎ TS 


يکن ط عددا حقيقيا موجبا تماما ۾ 
!. عبر بدلالة م عن عدد ,۸ حيث ؛ من أجل كل عدد حقيقي × موجب تماما وأكبر من ۸ يكون. eb‏ 
x‏ 

عبّر بدلالة م عن عدد ر۸ حيث ٠‏ من أجل كل عند حقيقي × موجب تماما وأكبر من ۸ يكون < 


لتكن / دالة معرّفة على ]مه +:0[ حيث ؛ من أجل كل عدد حقيقي د من هذا المجال يكون : 


1 
5 ا‎ 
FETE LS 


الة / ؛ حيث من أجل كل عدد حقيقي × موجب تماما وأكبر من أو يساوي ۸ يكون 


أ- عيّن عددا 4 
إمضزلء(ع) .f‏ 

ب - ما هي الخاصية على الدالة / التي برهنت في السؤال السابق ؟ 

تبريرا آخر لهذه الخاصية باستعمال مبرهنة درست يطلب كتابتها كلياً وبدقة . 


باز 
1+ 


ااه( / يكفي أن يكون > ل و = < 
اب - كر مفهوم النهاية . 


استعمل المبرهنة حول النهاية والحصر . 


1 1 
Sf (ST 


١1 


9 95 21 


|[ تعتبر الدالة / المعرفة على ]+ 
2=( 


,) أوجد عدا حقيقيا 4 حیث إذا کان 4 < × فإن 


12 


| )۶ بتي 
أن المستقيم ۸ الذي معادلته 3= ر مقارب 


e 
. f حني ,© الممثل لدالة‎ 


|2 الدالة أر المعرفة على ]1:-[ب: 


= زر 


) أوجد عدداً حقيقيا ۸4 حيث إذا كان 4 > × فإن 


ينتمي إلى المجال ]0.9:1.1[ 


ثبت باستعمال التعريف أن «م+ - () / 1i‏ 
أل لتكن الدانة “والممرفة على | +:1[ب: 


1 
/ (=+ 


و ليكن ,€ تمثيلها البياني في معلم 
1) بين أن المستقيم 4 الذي معادلته + > نر مقارب 


للمنحلي ,© عند م4 . 


EEE EAE‏ 27 تكن ددهم سمرفة على 8 به 


3) ادرس وضعية المتحتي ٤,‏ بالنسبة إلى المستقيم 4 . 


2) ادرس وضعية المنحني ,© بالتسبة إلى المستقيم 4 ٠‏ 


مهد رار 
و ليكن ,© تمثيلها البياني في معلم. 
1) بين أن المستقيم 4 الذي معادلته 1-+2 = ر مقارب 
للمنحني ,€ عند ص و عند ممه . 
2) ادرس وضعية المنحني ,© بالنسبة إلى المستقيم ۸ . 
» في التمارين من 8 إلى 11 اذكر إن كان منحني الدالة 
۶ يقبل المستقيم ۸ كمستقيم مقارب عند مم 
و عند +١٥‏ ثم حدد وضعية المنحني بالنسبة إلى 4. 


1 
) ص+ اد زمار A:y=1‏ 
|8 | ( 1 +21 (ع)ر عادر 


/)x(=-‏ ۰ = ر:ھ 


١ /):(= 2+1 +‏ 2+1=ر:۸ 


x= 


م مك A:y=‏ 


x+3 ار‎ 


1 لتكن الدالة / المعرفة على 1# ب: 2+3 > (2) ل 
نريد دراسة سلوك (×) / لما × يؤول إلى 2. 

١2 ضع تخمينا لسوك (::) / لما × يؤول إلى‎ )١ 

2) في أي مجال يجب اختيار × يحيث ينتمي (×) ۶ إلى 
[6.99:7.01| ؟ 


3) © عدد حقيقي حيث ۱> >0 


» في أي مجال يجب اختيار × بحيث ينتمي (×) / إلى و ادرس وضعيته بالنسبة إلى المستقيم المقارب الأفقي. 


]© +7:ه-7[؟ اللي بي يي ا 


ه علما أنئا نختار © صغير بالقدر الذي نريد ٠‏ ماذا * في التمارين من 18 إلى 22 و في كل حالة من الحالات 


0 ادرس نهاية الدالة /رء إذا كانت /رغير معرفة عند © ادرس 
[7[] - خمن النهاية عند 4 للدالة /ر المعرفة ب: النهاية على يمين و على يسار 
نه رار E‏ ) ا+- 22 -(2)/ عنده عند مد 
2 
- أوجد مجالا [ مركزه 4 بحيت إذاكان 7 ع فإن ب) 2+4 + 3 - ()ر عندهه عند + 


f (x)s [ 95:3,05]‏ ج) 1+ع+ + = (ند) / عند عند مم4 
التهاية عند 2 للدالة ر المعرفة ب: 1- 
17 خمن التهاية الة /ر المعرا (“mM‏ د 


- (:) ۶ ثم أوجد عددأ حقيقيا ۾ بحيث إذا 


*) ار عند مم يعند 4٥‏ عند 1- 


ه+2:ه-2 [ عم فإن 107< (x)‏ / 


(+) ار عند عند دمب عند 2 


لدالة م المعرفة على ]مه +:2[بل: = (::) ئ عند عند صمب علد 3 


f (x)= 


و التمثيل 


ابياتي (,©) للدالة “رعلى 


© ماذا تخمن بالنسبة سلوك ال 


اله أر عندما يؤول × إلى 2؟ 
2) ۸ عدد حقيقي موجب تماما 9 ا تمحسدومر عند م-ء عند + .عن 0 
ن 4-ک(x)‏ /؟ 3 


ب) 


» في | مجال يجب اختيار × بحيث 


أ / السابة = عند م ؛ عند »عند 1- 
بت صخة الكددين اسا جل -ة- ا 0 


3) ماذا يمكن القول عن المستقيم الذي معادلته 2 > بر 1 
باللسبة للمتحني (/)؟ Gdek‏ ا( 
16 1) ادرس النهاية عند د .عند +٠١‏ وعند 1 للدالة f‏ 


/(*) 


24+5 
1 
2) حذد معادلات المستقيمات المقاربة لمنحني الدالة / 

و ادرس وضميته بالنسبة إلى المستقيم المقارب الأفقي. 


م / هي الدالة العددية المعرفة ب: 1 -0)/ 
2 


المعرفة ب 


e (x)= 2x +‏ ع ا 
4 


0 
عي د 


1) عين مجموعة تعريف الدالة /. ثم احسب النهايات عند (2جع) 
حدود مجموعة التعريف. ٠‏ في التمارين من 23 إلى 28 ٠‏ في كل حالة من 


+ = (+) عند م »عند صما ,عند 2- 


2) حد معادلات المستقيمات الحالات وباستعمال العمليات على النهايات ادرس نهاية 


الدالة أرء إذا كانت ار غير معرفة عند ۾ ادرس إن كان 
ضروريا النهاية عند » على اليمين أو على اليسار. [[ احسب النهايات التالية: 


x +1 ) 589‏ + د =(×) / عد مد 0 د 6x + 26 i,‏ 


ا ير - (م) راعدة 
ب) (× 
-cosx ) E}‏ 


ب) »+ (22)هله - (*») ۶ عند ج ٠‏ عند ممه 


00 عند مماء عند0 


=(×)/ عند0 . عند + 


77 احسب النهايات التالية: 


- تدج =(»)/ عند ممه 


(2)/ عتدصمد 


GD 


FES Nx 


٣+‏ -(»)/ عند صد 


© هو التمثيل البياني الممثل لدالة أ 


ات في أطراف المجموعة 2 . 3x+cosx 3x+7‏ 


s/f (x) 


احير 5 


هل تقبل “رنهاية عند مم ؟ 


هل تقبل الدالة / نهاية عند مم4 ؟ 


1 | 1 0 
هل تقبل الدالة /ر تهاية عند ص4 ؟ 


ممت كد ال 


هل تقبل الدالة ر نهاية عند + ؟ 


i 


+a 5‏ = )5( عند کی ع1 ایک 


lim 2+ x3 )4 mT (3‏ 
[] / مي الدالة المعرفة على ] 2:2-[بة 


77 /. دالة بحيت من اجل كل عدد حقيقي x<0‏ : 


: <0 يع /. دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقي‎ E. 


5 sinx a L2 
limos 7 3 | « lim sin| ا مك‎ 
3 لم‎ 1 


:»>- ) عد + ا حن له من الع سد تق‎ f )x(= 


الحالات الثلاث عين 7 مجموعة تعريف [ / دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقي cx>1‏ 


517 / دالة بحيث من اجل كل عدد حقيقي x20‏ : 


5 1) بين أنه من أجل كل عدد حقيقي * يكون: f (x)=? +x+2:; x<1‏ 
2c0sx<5‏ +153 ا Ler‏ در 
2 


1 3 
e‏ ند EEE 5 ٣+‏ 
a eT‏ لاني / الدالة العددية المعرفة كما يلي: 


[139 1) بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × يكون: 


(-)/ إذاكان اعم و 1(=3)/ 


3 


د > î -3sin x‏ 7 
1) ادرس استمرارية ۴ عند 1 . 


2) هل الدالة /ر مستمرة على ؟ 
لل لتكن الدالتان/ و المعرفتان على 1# و [1)- 8 
على الترتيب كما يلي: 


2) هل تقبل الدالة 3 زو ر جم + : / نهاية عند + ؟ 
777 هل تقبل الدالة x‏ «أو×2 + »ر جام : / نهاية عند 


مم ؟ واعتد مما ؟ 


1+×- 2د (ع)/ و 


ادرس استمرارية / و ۾ . 
نعتبر الدالة /, المعرفة على 1# ب: 
-(=)(/ 
لماذا الدالة / مستمرة على ؟ 
[ نعتبر الدالة / المعرفة على 8 ب: 
ETRE ARABS‏ 

جنك (x)=‏ / 
[ نعتبر الدالة ۶ المعرفة على ]2:4-] كما يلي: 


f(x)=x +x ; 


sin x 


1+47 


ادرس استمرارية /. 
[ نعتبر الدالة / المعرفة على ]2:1-] كما بلي: 
/(%)=x(x+E(«))‏ 

حيث (:د) جا هي دالة الجزء الصحيح 
)١‏ عين عبارة (::) / على كل من المجالات التالية: 
]ا-2] ء إمناع]ء [0:1[ 


[(«)=x-1 


الدالة '/. تهاية 


المعرفة غلى ۴ كما يلي؛ 2) ارسم في معلم (0:1.7) المنحني الممثل للدالة / ٠‏ 
2ه [f(s ax1;‏ 3) هل الدالة / مستمرة 
x52‏ ب كديوغيد0)م/| على ]١1-:2-]ء‏ 2:0( ]2:1-]؟ 
1) اريس استرارية ةوعد 6 ميرم يهم تر E‏ 
2) هل الدالة /رمستمرة على 58 ؟ لماذا؟ [ برهن باست ال مبرهنة القيم المتوسطة أن المعادلة 


ادرس استمرارية الدالة / المعرفة على 18 ب؛ 2- = 4 - ر تقبل على الأقل حلا في المجال [2-:3-] | 


[لج تعتبر الدالة / المعرقة على [0:2] كما يلي: 
f (x)=2x +1 :0>+ >1‏ 
(x*)(=-2x +3 : 15x >2‏ | 


)١‏ هل يمكن تطبيق اتإرهة اشم للمتوسئلة ملك أن بين أن المنحني ( ,©) الممثل للدالة ر يقطع حامل محور 
المعادلة 0-() / تقل حلولا قي المجال [0:2] ؟ ‏ الفواصل في نقطتين مختلفتين يطلب إعطاء حصرًا 

2)تحقق أن المعادلة 0= () / تقبل حلا واحدا قي 
[0:2]. 


يع / هي الدالة 


) لحب ()ير . (6) ,]۶ (1-)/۶ 


المعادلة 0= (×) / تقبل على الأقل ثلاثة 


لماذا المعادلة 0 2 + () / تقبل ثلاثة حلول فقط في ؟ 


7 الدوال المستمرَة أو ت1 E o‏ 
بد نعتبر الدالة / المعرفة على [1:2-] ب: 
دعرو فيد )ار 
1) احسب (:د)'/ر ثم شكل جدول تغيرات الدالة /ر. 
2) ارسم التمثيل البيائي للدالة ر على شاشة حاسبة بيانية 
e‏ 8 
3) بين أن المعادلة 0= (×) /. تقبل حلا وحيدا 
في [1:2-]. 
4) باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا لهذا الحل سعته 
0 
َي نعتبر الدالة / المعرفة على ۴ ب: 
وجعر- ترو+ مه - (x)‏ ل 
1) ادرس تغيرات الدالة /رو شكل جدول تغيراتها 
5( معمبرمك . 1=[o:r]‏ 2) بين أن المعادلة 0 - () / تقبل حلا وحيدا في ۴8 
لتكن مر اندي طن متمق ور 3) باستعمال حاسبة بيائية أوجد قيمة مقربة إلى 10 لهذا . 
و جدول تغيراتها هو الآتي: 


[] نعتبر الدالة / المعرقة على [1:2] ب 
(x)=‏ 


1) ادرس تغيرات الدالة /رو شكل جدول تغيراتها. 


+1 


2) بين أن المعادلة 3= (×) /ر تقبل حلا وحيدا 
في ]1:2[. 3) باستعمال حاسية بيانية أوجد قيمة مقربة 


إلى ”10 ل 


) /. تقبل حلا واحدا على كل 


ن المجالات التالية: [1:0-] ٠ ]0:1[ ٠‏ [2:3] 
وج ر دة سعرفة على [ج:0] 
e‏ موتح +2 = )1( 
* بين أنه يوجد عدد حقيقي وحيد © من [0:۳] بحيث 
/(a)=«‏ 
5 لتكن الدالة / المعرفة على | +:0] 


(لل ل )عار 


1) بين أن الدالة /متناقصة تماما على المجال [0:2 
2) لتكن الدالة ۾ المعرفة على 2 ب: )x(-×‏ / = (×) م | 
» بين أن الدالة ۽ متناقصة تماما على 2 .. 

٠‏ احسب (0) ۾ و (2) ع ثم استنتج أن المعادلة 
(×) / تقبل حلا وحيدا في المجال 12 . 

أي تعتبر الدالتين اجعرل gx gy fix‏ 
٠‏ بين أن المنحنيين ( /©) و( ,© ) الممثلين للدالتين بر 
و # على الترتيب يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها :د 


9 


3 3 
=> > عد 
8 


© / هي الدالة المعرفة على ]مه +:3[ب: 
(x)‏ / 


x+1 


1-3 
1) أوجد عدداً حقيقيا ۸ حيث إذا كان 4 <+ فإن 
(×) / ينتمي إلى المجال ]0,99:1,01[. 
2) بين أن المستقيم 4 الذي معادلته 1= ر مقارب 
للمنحني ,© الممثل لدالة / ثم ادرس وضعية ,0 بالنسبة 
إلى 4. 
)69 / هي الدالة المعرفة على 1# ب: 

1+ ث2 + ثم (x)=‏ / 
نعلم أن ممه =(×) / i۳‏ .أوجد عدداً حقيقيا 0 <۸ 
حيث إذا كان ۸ < × فإن “10 < (د) / 
[ / هي الدالة المعرفة [1)- على ب 

x 

ED 
1 ادرس نهاية الدالة /رعند‎ )1 
أوجد مجالا / مركزه 1 حيث من أجل كل × من 1 ء‎ )2 
/(x)>10" 


(«= 


لوو نتكن الدالة ر حيث: =ax+b+‏ (د) ل 
و (©) تمثيلها البياتي. 


عين الأعداد الحقيقية © ٠‏ 8 ء © و 0 بحيث : 


(©) يقبل 


مستقيما مقاربا معادلته 1-+ و مستقيما مقاربا مائلا 


بل النقطة 


تعتبر الدالة “/ر المعرفة على [1- 
f («= E + 6+3‏ 
(x+1)‏ 


عين © ١‏ 5 ؛ »© و 4 بحيت من أجل كل عدد حقيقي :× 
كنت f(x) =ax+b+‏ 
(x+1)‏ 


2) استنتج أن المنحني (©) الممثل للدالة ر يقبل مستقيما 


- و عندهه+ يطلب تعيين معادلة له 


مقاربا مائلا 4 عتد ت 
١‏ 
د وضعية المتحني (©) بالنسبة إلى 4 


َع لمتبر الدالة / المعرفة على ۴ ب 


f (x)= + 4+5 


3)/ ا ثم 


lim [/ (*)-(++2) 


جود مستقيم مقارب مائل 4 للمنحتي (©) 


lim / (x) 


ب) بين أنه يوجد عددان حتبقیان » و / بحيث 
n =a‏ زم 
1 


حم - لح ) / ] lim‏ 

ج) استلئج أن المنحني (©) يقبل مستقيما مقاريا ۸ عند 
= يطلب تعيين معادلة له. 

لع /. د ١‏ دالتان معرفتان على 18 و “8 على 
اعد لد ور 


10 
و مهبم لد ماو ` 


im و )+( م‎ im / (+) احسب‎ (1 
[0-1] e 


د | )03ء 
» ما هو التخمين الذي تضعه حول السلوك التقاربي 
للدالتين / و ۾ عند همه ؟ 

3) حتد بدون حساب [(2+ه)-(8) 4 ]101ل . 
ماذا تستنتج ؟ 

8 / هي الدالة المعرقة على ]© +:0] ب : 

دهع ولج لجع د )ل 

و (©) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 
1) بين أن المستقيم ۸ الذي 
للمتحي (©) عند +٥‏ 

2) ادرس الوضعية النسبية ل (©) و ۸. 
777 / هي الدالة المعرفة على 8 كما يلي: 


2-1[ رار 
و (©) تمثيلها البيائي في المستوي المنسوب إلى ملم 
)١‏ عين (/ مجموعة تعريف الدالة “ل ٠‏ 
2) احسب نهايات الدالة /ر عند - و عند +. 
م سب ]دصار n] a]‏ 
4) استنتج أن المنحني (©) يقبل مستقيمين مقاربين مائلين 
8 و '۸ يطلب تعيين معادلتيهما. 
5) حذد وضعية ('))بالنسبة إلى كل من 4 و ٠4"‏ 

المنحنيات المتقاربة 

ليع / هي الذالة المعرفة على ]م +:2-[ كمايلي: 


معادلته 2+3 = ر مقارب 


و (©) تمثيلها البياتي قي المستوي المنسوب إلى معلم . 


1) احسب نهاية الدالة ر عند صمدد. 
2)) اسب[ im [/ (x)- x‏ 


ا 


ب) اشرح لماذا المنحني (©) 


سم (©) ثم (۶). 


/ر هي الدالة المعرقة على ]-+:1[ كما يلي 


(©) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 


) ابحث عن منحن (۶/) مقارب للمنحني (©) عند مم4 ثم 


حدد الوضعية النسبية ل (©) و () . 

2) هل (©) و (۶) متقاربان عند 

يم '/ر هي الدالة المعرفة على "8 كما يلي 
+= رم)/ 


)) تمثيلها البيائي في المستوي المنسوب إلى معلم . 
ابحث عن متحن (8) لدالة مرجعية مقارب 
المنحلي (€) عند «م+و عندهه- ثم حدد الوضعية النسبية 


ل(ع) ورم) 


5 هي الدالة المعرفة على ]د +:0[ كما يلي: 
ر 


Va 


د©6) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم 


.ابحث عن متحن (7/) لدالة مرجعية مقارب 


للمنحني (©) عند ٠+‏ ثم حدد الوضعية النسبية ل (6) ٠‏ ' 
د(م). 


5 // هي الدالة المعرفة على [1:4-]-18 =0 ب: 


2) ادرس نهايات الدالة /, عند أطراف مجالات التعريف. 
[5] في كل حالة من الحالات التالية عين مجموعة تعريف 


الدالة / ثم احسب النهايات عند أطراف مجموعة تعريفها: 


لكي باستعمال المرافق احسب النهايات التالية: 


لجع و الكل 


«lim 
2 


lim مجاعم + مأ‎ 3 lim x" 2جعل-‎ 


lim x x? +3 


حيث 4<0 و 0<ط. 


971 


باستعمال تعريق العدد المشتق احصب النهايات التالية. [0[ بين باستعمال طريقة مناسبة أن 
sin 2x 7‏ 


1 
عم 1ل he‏ 


lim(7-2x)tanx =2 و‎ 


x+1 
ر‎ 


[[ باستعمال نهاية مركب دالتين احسب ما يلي: 
7 


احم 


lim 


lim es 4 lim دجم ترون‎ (3 
E 2 im 


2 0 lim 


SA‏ روزن نَع باستعمال نهاية مركب دالتين احسب ما يلي: 
sin (x 0 2‏ 
climes) (1‏ © ول 
tan ax sin ax tan‏ ا xete‏ د FF‏ 
lim lim 1‏ 
= 3) |= نكل 1 <4( n)‏ 
ق حب النهايات الثالية / x‏ 
ED ES‏ 0 ا xar6 im,‏ سينا 
) ا im‏ م کو tan x+1‏ > 0 
وس ل 


1) بين انه من أجل كل عدد حقيقي 0< ×+ 
> عل - اجيل >0 


الدالتين 38 منوسرير و إلروون2 جر 


e تك‎ AK 


lim 
اي‎ | 


َع باستعمال تغرف المند المشتق عند ا لكل من بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × ؛ 
1 


الدلتين ده هدرم و 2ل -تدووت2 جزم ؛ احسب 02 


النهاية الثالية 


[17) بين انه من أجل كل عدد حقيقي 1< ×: 

و وه 
Dr‏ 
2) استنتج النهايتين التاليتين: 
تلك im‏ ب) 


mm r+ 


x 


Jx(x+1) 
عين النهايتين التاليتين:‎ ٠ باستعمال نهاية حصر دالتين‎ 7[ 


(i 


lim 


2+4)-1( 
lim 


استنتج ×3- 1- 222ل im‏ 

لل من أجل کل 0< × قارن 1+ ×+ ۷/25۳ 
و x2‏ 

im ۷2+ +× +1 - × استنتج‎ 


[[7[ نعتبر الدالة / المعرفة على ]--+:0] كما يلي 
عل- دبال - (م) / 


1) بين آنه من أجل كل عدد حقيقي 0< »: 


/ (x)= 


4V‏ هال 
2) استنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي 0 < «: 


كز ره 


ال مسح ثم اتج (۸) / زل 


102| 


الحالئين الثاليتين: 


س استمرارية الدالة ر عند رفي كل حالة من 


بين لن الدالة / مستمرة على 
ım‏ نعتبر الدالة / المعرفة على 1# ب :+ 


|, x20 
دمر‎ 
.1# عين قيمة العدد © حتى تكون الدالة / مستمرة على‎ 
نعتبر الدالة / المعرفة على 1# ب:‎ 5 
an 


odll.l|( 


3>2 


a+b 


X52 


CIVA. 


حيث 4 و ۵ عندان 


عين علاقة بين 4 و 8 حتى تكون الدالة / مستمرة عند2. 


لل /ردالة مستمرة على المجال [4:8] يحيث 
f(a)<ab‏ و 5م <زم)/ 

بين أنه يوجد عند حقيقي © من [4:0] بحيث 

./ (c)=be 

للع رده ستمرة على سنجل [0:1] بحيث 

0)=0(/ و دزي 


بين أنه يوجد عدد حقيقي © من ]0:1[ بحيث 

1-e 

5-5 

7777 “ردالة مستمرة معرقة على المجال [0:1] -/ 
بحيث من اجل كل ×من ۰1 1 ع(*) [. 


المجال 1 
3 ۴ 
2) نعتبر الدالة /, المعرفة على المجال / كما يلي : 


f (x) =eosx +x 


/. تقبل الاشتقاق على 1 و احب 


ب) شكل جدول ثفيرات الدالة / . 


د - = ٥٥5‏ تقبل حلا واحدا 


© قي المجال 7 . 


| ۰ عد طبيني هيز مدوم 


1) بين أن المعادلة 0 


1 2 تقبل حلا 


محصورا بين ت و 2 . 
n+l‏ 


2) هل المعادلة 10+ 2 تقبل حلا في 24 إذا 
كان الجواب نعم عين حصرا لهذا الحل. 


ا 
التكن الدالة / المعرفة على (18-11 كما يلي: 
+8x-4‏ نجه تر 


(= (e-0) 
تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم‎ ©, 
متعامد(0:1.1).‎ 


1) أ) عين تهايات الدالة /, عند أطراف مجموعة التعريف. 
ب) ادرس تغيرات الدالة /ر و شكل جدول تغيراتها. 
2) أ) عين الأعداد الحقيقية 4 » ط و بحيث يكون من أجل 


كل عدد حقيقي 1 × (x)=ax+b+‏ ل 


ب) ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني ,٥و‏ المستقيم (4) الذي 
معادلته2 -+ = ر؟ برر. 

ج) حذد وضعية ,© بالنسبة ل (4)؛ لتكن 4 نقطة 
تقاطع ,٣و‏ (4). 

3) ارسم ,©و (4) .(تؤخذ الوحدة 207 على (:«0) 

و ا على .))0y(‏ 

4) بين أن المعادلة 0= (×) / تقبل حلا وحيدا © على 


المجال 


5) عين معادلة المماس للمنحني ,© الذي معامل توجيهه ١1‏ 
6) ناقش بيانيا عدد حلول المعادلة ++ ح (تد)'/ حيث 
1 وسيط حقيقي. 
7 أ) نريد إيجاد نتيجة السؤال 5) باستعمال الحساب 
بين أن فواصل نقط تقاطع المنحني ,© مع المستقيم الذي 
معادلته ,+ » = بر هي حلول المعادلة (:4) الثالية: 

(m+2) (m+) tm +4 =0‏ 
ب) جد حسب قيم ١‏ عند حلول المعادلة (£). 
8 / هي الدالة المعرفة على ]م +:2[ن]2-:0ه[ 


5 كن 


و (©) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم . 


1) بين أن الدالة / فردية 


2) اصب نهايات الدالة / عند أطراف مجموعة التعريف. 


3) بين أن المستقيم ۸ الذي معادلته 1+ ×= ر مقارب 


للمنحي (©) عند م+ .حتد وضعية (©) بالتسبة ل .4 


4) باستعمال تتيجة السؤال 1) استنتج أن المنحني (©) 


يقيل مستقيما مقاريا مائلاً عند -٠٥‏ يطلب تعيين معادلة له. 


ن (1©) التمثيل البياني للدالة ۾ المعرقة على 


ب : (د)ر-- (ء)ع 


.)٥( عزن النستقيمات المقارية للمتخني‎ ٠ 
-]-1:1(/ كل / هي الدالة المعرفة على‎ 


تج+ا جم اد ()/ 
2-1 


)) تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم 


)١)‏ اكتب ()/ مز القيمة المطلقة. 


ب) ادرس نهايات الدالة /. عند أطراف مجمو 


بن ٨+1‏ = ر4 و 


وضعية (©) بالنسبة إلى 4 على المجال 

]«*+:1[ و ادرس وضعية (©) بالنسبة إلى '4 على 
المجال ]1 -:=-| 

4) بين أن المعادلة 0 > )١(‏ ر تقيل حلاً واحداً © على 


المجال ]1:1-[. وأعط حصراً ل © سمته "10 


[11] تعتبر الدالتين / و ۾ المعرفتان على المجموء 
]د +:1]ن[1-:-.[كما يلي : 
1- لجع )ار 
و 1= )م 
و ,© و © تمثيلاهما البيانيين على الترتيب في معلم 
متعامد و متجانس (0:1.7) 


1) أ) عين نهاية الدالة / عند +١‏ 

ب) عين نهاية الدالة / عند -٠١‏ .استنتج أن المنحني ;6 
يقبل مستقيما مقاربا أفقيا. 

ج)بين أن المستقيم +2 = ل : 4 مقارب للمنحني ,€ 
عند «+. 

2) أ) احسب (×) ۾ <():) /. ثم استنتج نهايات الدالة ۾ 
عند ممه و مما. 

ب) ما هو التقسير الهندسي لهذه النتيجة ؟ 


ج) قارن بين -2-() م و () ل . 


2 - () ۽ 110 ءأعط تفسيرا هندسيا للنتيجة. 


3) تعتبر المنحني ,©6ب,© > ٠)1(‏ 


بين أن معادلة (۲) هي 1-0+ 2 


4) ليكن الشعاع 4 من المستوي حيث 27 


نرمز ي(« )٠:‏ لاحداثيتي النقطة 14/ في المعلم 


و ب ('0:".) احدائياتها في المعلم (.0:7©) 
) عبر عن داو لز بدلالة ' × و "لر . 

ب) عين معادلة [17) في المعلم [/ 
ج) ما طيبعة (17)؟. 


ختيارمن متعدد 
عين الإجابة الصحيحة دون تبرير [117] إليك جدول تغيرات دالة /ر معرفة و قابلة للاشتقاق 
في الشكل الموالي لدينا الرسم ل اني ,© لدالة /معرقة 


على ]ممه :1[ ب ]0:1] = 0 كما يلي: 


3-2 + کے = () رو المستقيم 4 الذي معادلته 
22-1 


ترمز ب ,© إلى منحني الدالة رالممثل في معلم. ج 
بصحيح أو خاطئ على كل جملة من الجمل التالية: 
1) المستقيم الذي معادلته | => مقارب ل ,€ . 

2) محور التراتيب مقارب ل ٤,‏ . 

3) المستقيم الذي معادلته ! = ر يقطع ,© في نقطة واحدة. 
4) المعادلة 0 = () ۴ تقبل حلين في المجال ]دم+:0[. 
5) على المجال ]2:0[ ٠‏ 3 > (ند) ل 

118 ردالة مستمرة و متناقصة تماما على ]--+:0] :إذن: 
lim / (x)=— (Î‏ 

ب) من أجل كل × من :]0;+٥٥]‏ (0) ۶ > (٭) / 

+ معادلته ج) منحني الدالة /ريقطع محور الفواصل على الأقل في 


1 
جر ب) 2+ در ج) 2-مددر 
۽ 2 [[] ,هر المنحني الممثل لدالة /رمعرفة على #8 في 
4 ) ,© يقطع المستقيم المقارب في النقطة | 2 :)ا معلم متعامد و متجانس و 9 ي لا 


دادر 


1( إذا كان 4 مقاربا ل © عند مه فإن ك+ = (×) اهلا 


) لا يقطع المستقيم المقارب قي آية نقطة. 


2) إذا کان ۸ مقاربا ل © عند +٥‏ فلا يوجد مستقيم مقارب 


٠ ]0:1]‏ المعادلة 1= (:) / تقبل: 3 
ب) حلين متمايزين ج) ثلاثة حلول. 9 a‏ | 
فة عل [5]- 8 3-5 0)/ 3) إذا كانت 3= (×) / 7ا فلا يمكن ل۸ أن يكون !| 
عنة !ا ص rm x)=‏ 
x-5‏ 1 3 
1( مدل رسن 2 /(x)=0‏ سنا مقاريا ل ,۰€ 3 1 
8 أجل كر )5 2 4) إذا كان 8 مقاريا ل ,) عند م+فإن |= :+ ()د) / ا 
من أجل كل × من [5) - ۸ 
TD 5‏ 
IL N 120| (0310‏ 
5 0 1 
4) المستقيمان اللذان معادلئاهما 5 = و 33410 »او 0 کا 7 |= 
0 


مقاربان لمنحني الدالة /. 


كن التعبير عن المشتق بعدة طرق :()'“ر » (×)م 4 


غوتفريد فيلهيلم من لايبنتز (أيضاً لايبنتز) 


يرتبط اسم لايينتز بالتعبير دانة رياشية '( ٠‏ )ء التي كان يصق بها كل 
2020 متطقة ب .لا مثل ميل المنحنى أونقطة معينة على المنحتى: 


رسمنا في الشكل الموالي المنحنيين 
(,ع) و[(,ع) الممثلين لدالتين / و م 


معرفتين و قابلتين اق على المجال x‏ 4 


[2:3-] و بعض مماساتهما 


)40)2(* تك‎ (e) (=) (FJ o 


(E): Jen» Ce) (2)* (+g) (-1)* ٠. 


بد من المجال [0:2] نضع: (1- 28) /=( »)۸ 


من أجلها 0= 77 ؟ 21 77 ؟ 
© حدد القوس الذي يشمل النقط ۸1 بحيث يكون 1< '7/ . 


بر عن المساقة '7/ بدلالة ندومه و لآ 


1 ]يب‎ 
cosx |] 


عل تفسيرا هندسيا لب (8) / 
بواسطة قراءة على الدائرة المثلثية ضع تخمينا حول اتجاء تغير الدالة / على سيد |0:4|. 


© تحقق من صحة تخمينك باستعمال حاسبة بيانية. 
أحسب (+) / أعط تفسيرا بيانيا للنتيجَة المحصل عليها. 


معرقتان على 8 و ]م +:0] على الترتيب يب 1+ ×+ :زح (ع) »» و أجل =(») ا 
1) تين الدالة المركبة 14 


نينا المخطط اقتائية ‏ () مه :-(6): وح (م) ہو چ ج 


ه بين أن الدائة 4ه ۷ معرفة على 


اق على ]ده +:0[ . عين الدالتين ).و ۷. 


تمم الجدول الموالي ( تدور التتائج إلى 107 ). يمكننك استعمال مجدول. 


0 2 E 
++ 
Beri 8, 


CIUadooall.[ICL 


٠‏ خمن علاقة بين (4) ٠٠‏ ( )۷ من جهة و (4) (//0 )١‏ من جهة ثائية. 


ا الاشتقاقية 
1. العدد المشتق- الدالة المشتقة 


را اد ر مواق E û Fo‏ 7 
.تقول أن / تقيل الاشتقاق عند » إذا قبلت النسبة (0) = بريه 00 


تسمى هذه النهاية العدد المشتق للدالة / عند © و نرمز لها بالرمز (4)” /ر. 


(4) /-(*) = (ه)” و ذه يوضع 1 202 


x -a 


مماس منحني دالة 


خاصية: / دالة معرقة على مجال / من 8 و ليكن 
البياني قي معلم ( ل 1: 0)- 


إذا قينت / الاشتقاق عند ,× فإن ( ©) يقبل عند النقطة ((3) كز: 36)) 
أمماسا( 7) معامل توجيهه (,)' / و معادلته: 


'(xo)(x =xo)+/ (xo)‏ ردم 


3 


المشتقات المتتابعة 


/. دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال / من 8 
إا قبلت الدالة' / هي الأخرى الاشتقاق على / فإن دالتها المشتقة '(” /) تسمى المشتقة الثائية للدالة ۶ و نرمز لها | 
| بانرمزن”/.. إذا قبلت الدالة” / هي الأخرى الاشتقاق على / فإن دالتها المشتقة /(” "/) تسمى المشتقة الثاثة لدل 
ارو ترق لها قرم “عر تسم ادوا “ع "ل ”...۳ عر.... المشتقات المتتابعة للدالة /رء 


3 39 1 
الدالة المعرفة على [2-10 ب 3+ - (ع) / 
3 


ين إنة 2 
الدينا ا س( 
0 


كمه زع“ ر 
1 


4. الاشتقاقية و الاستمرارية 


طريقة: لدراسة قابلية اشتقاق دالة / عند » تدرس نهاية القسنية az‏ 7 


لمجتت 4- +( 2+۸ 0ے () + ر 
h 7 E‏ 

LEAS 
h 


حل 


)سات ٠ا‏ . إذن الدالة / تقبل الاشتقاق عند 1 و لدينا 0= (1)” /. 


ي( ,©) يقبل عند النقطة ذات الفاصلة 1 مماسا معامل توجيهه 0 و هو موازي لمحور القواصل. 


1 _ مله ()م-زم+)م )2 
من أجل لدينا: کے 3ے ا وده ا 
و h 2 Yh‏ 
ا 
بن كا تهاية النسبة هي + 
h‏ 
فإن معامل توجِن ( ۸۷1 )حيث (1:0) ۸ و 1 نقطة من( ,©) فاصلتها /+1 
يصبح كبيرا جدا لما يؤول / إلى0 و هذا يعتي أن ( ,©) يقبل عند النقطة (1:0) ۸ 


(ه) /-(8+ ها / لما يؤول 7 إلى0 غير منتهية فإن المنحني ( ,6 


/إلا+ )2 (١)غ-زمجمع»‏ 
ف 0 1 0 
«إلل+ 2(1 _ )1( k (1+h)=k‏ 


CIUOaAoso alist 1G | 


AE (Da 


اليسارعندا هو 2- ء بما أنهما مختلفان فهي غير قابلة للاشتقاق عند 1( النسبة 


2 1 
نصفي مما 


( .€) يقيل عند النقطة (1:0) 4 


3 


1. أنظر الشكل المقايل. 


2. الدالة /ر قابلة للاشتقاق على 14 و لدينا: 4:1 2 ع ( ») / و منه 3- > (2-)” / 


بتطبيق الدستور: (4) /+(4- )(4)* /= ر مع 2- = ۾ نجد 4= 38- = 


ل المشتقات و العمليات 
1. مشتقات دوال مألوفة 


مجالات قابلية الاشتقاق )(/ 0 
5 7 8 0 »(حيث_#ثابت حقيقي) 
1 5 1 3 
2 - | 6-1 يور (nz>2gneN) x"‏ 
او الك 1 
3 5 8 
]> +:0[ | 1 2 
2x‏ 
-sinx 2 EEF‏ عدوم 
.و دحك هذا sinx cosx‏ 


اق على مجال 7 من 12 و 6 عدد حقيقي. 


1 1 || 1 
ج( الدالة ١‏ لا تنعدم على / ) أي ku uv‏ رون | الالة 


المشتقة 


اق على كل مجال محتوى في مجموعة تعريفها. 


x u (art +b 


*الدالة / المعرفة على 18 ب ( + ٠ه)‏ اء > ( ») / قابلة للاشتقاق على ٨‏ و لديناء 
(x)= acos(ar +)‏ / 
+ الدالة بي المعرفة على 18 يب ( +٠‏ +) وده #( )١‏ بر قابلة للاشتقاق على ۸ و الديتاة 


1000 2 +b) 


طريقة: لحساب مشتقة دالة نقوم أولا بالتعرف على شكلها. 2 3 
ل | 
+الدالة /. قابلة للاشتقاق على 78 لأنها دالة كثير حدود و مته فهي قابلة للاشتقاق على / و لديناة 5 
اك 

ظ 1 


-(2)'ر 


+6 -1 


الدالة بر قابلة للاشتقاق على / لأنها جداء دالتين قابلتين للاشتقاق على / و لدينا: 


٣ 3x +‏ 5 
ا )1+ )+ عل د :)¢ 


الدالة ۸ هي حاصل قسمة دالتين قابلتين للاشتقاق على 8 و بما أن الدالة المقام: :د جا :د لا تنعدم على / 


الة / تقبل الاشتقاق على / و لدينا 


(e) SOS sin x 
x 


ملول 2: لتكن /[ دالة قابلة للاشتقاق على +1 ج 2 ا 
العتبر الدالتين ‏ و / المعرفتين على ۴ب (+-) /=(×) ع و (1- 2) >( )۸ 
بدون تعبين الدالتين 4 و / عين الدالتين “م و ١7“‏ 


e )*()=-/ (=x (= 
(x) +(x )+1 x =x +1 


TCIUAOOAMIN IIL 


٠»‏ (1- 28) ينتمي إلى 8 ومنه فالدالة / قابلة للاشتقاق على 18 و لديناة 
- 1 = 
4 (+(22-1)+ (1- 


تمرين محلول3: من أجل 0< × و , عدد طبيعي تضع عل ”+ - (+) ,7 اب 
بين أن الدالة /. تقبل الاشتقاق على ]- +:0[ ثم عبر عن ( :*) ,,/// بدلالة # و (:)  -/,‏ 


حل 


h'(x)=2f (2x -1)= 


» جا د تقبل الاشتقاق على بينما الدالة له جه د تقبل الاشتقاق على ]-+:0[ و مله 


قالدالة / جداؤهما تقبل الاشتقاق على ]مه -+ :0 


دیناد =٣‏ ( )ررر و منه کے + ل 1+ )=( f)‏ 


2% 


و بشني 76| 3+ 2 3 حل “حلب م)- عامل 
دنج مكنا () را3 م (x)=‏ 


ل اتجاه تغير دالة 
1. المشتقة و اتجاه تغير دالة 
ججزهنة ( دون برهان )3 Kam‏ 1 


جلها فلن الاقة ۶ متزفيدةتقانا على 1م 

»ذا كان من أجل کل × من 01>( ٭) aE NT‏ تنعدم الدالة / 

أجلياء فإن الدائة / متناقصة تماما على 1. 82 
3 

إا كان من أجل كل × من 0=( :*)' / فإن الدالة /. ثابتة على /. 


ملاحظة 7-7 
الد قابثة للأشتّقاق على ۸ والدينا 3+7 - ()” /ر و مته 
من آجل كل × من ,/'(x)>0‏ 0)(=0('/ 

2 / دالة معرفة على مجال 1 من ۲ و :د عدد حقيقي من 1. 


القول أن (م :د) ر قيمة حدية محلية عظمى 


الة / يعني أنه يوجد مجال مفتوح J‏ محتوى في ]و يشمل 10 ١‏ 


كل × من ل (م») رك( ») / 


أن )٠,(‏ / قيمة حدية محلية صغرى للدالة / يعني أله يوجد مجال مفتوح ل محتوى في 1و يشمل ر« 
أجل كل ند من ١.2‏ (م») ر-<(2) /ر 
ل / يعني أن (.) / قيمة حدية محلية عظمى أو صغرى. 


/ (x 


أن (,:) / قيمة حدبة محلية 


هثال: لتكن ‏ الدالة المعرفة على [6:4-] ب ( «9- * +3 + 7 ) 


3-) / قيمة حدية محلية عظمى للدالة / 


مبرهنة ( دون برهان ): / دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال مفتوح / من 1# و ,“د عدد < 
انعدمت الدالة المشتقة ‏ / عند .1 مغيرة إشارتها فإن (م٠)‏ / قيمة حدية محلية للدالة /. 


اق على ۳ و لدينا: (2 - ×) 3  -6+‏ 34 > ( )” /.(۲)' / كثير حدود من الدرجة 
ته من تقس إشارة (3-)بين الجذرين أي سالبة على المجال [0:2] 
لينا 4=0+ (1-)3- '(1-)=(1-) ⁄_ 


I OUOaS5alf 


NE RENO 0 + 

تناقصة تماما على المجال [0:1[ و متزايدة تماما على المجال ]> +:1] 
تلاحظ أن (0,999998) /= ۸ و (0,999999) رع 8 

و بما أن العددين 0,9999985 و 0,9999909 ينتميان إلى المجال [0:1[ 

مع 0,999999 > 0.999998 نين )0.999999( /> )0.999998( / 

و هكذا فإن 8< ۸ 


ل اشتقاق دالة مركبة 
1. مشتقة الدالة )57 7 
هة ( دون برهان ): إذا قبلت الدالة ٠‏ الاشتقاق على مجال / من 8 و قبلت الداقة ٠‏ الامتفاق على (17)7 
ا على / و لدینا من أجل كل × من 1: 
لك ل 


تكن / الدالة المعرفة على 8 بب 1+ (3+ * )2 -(+*) f‏ 


فإن الدالة ,ره ۷ تقد 


به لك كرحيث 3+ دجرج:» و 1+ 2ج ج:ناومنه (1(×)۲+ تيا 


(0 )= 


بعد الصاب نجد: [2+3) +8 - ×3(×>2+ )4=( f")‏ 


(N) 


'شتقاق على مجال / من 18 سس ٠١‏ 2( 


/ و مته ٥٠١‏ ۷= / حیٹ )ا جا ۷:٣‏ 


0 و لدینا =( :د)/:: يما أن من أجل كل رمن ۰1 0 < (:) » فإن ۶ ثقبل 


2 
ق على 1 و لدينا: سكل = ا 2 1 
2u 2u‏ 
٠‏ مشتقة الدالة ۲(1 × ( ۸ عدد طبيعي يحقق 2< 1 ) 
ا كانت الدالة » قابلة للاشتقاق على مجال / من 12 فإن الدالة ٠"‏ تقيل الاشتقاق على 7 و لديناً؟ ١‏ 


07ت “را حيث "ج ++ بز 


:ده =( :د)”. إذن الدالة / تقبل الاشتقاق على / ولدينا: 


1 xu = nu 


ه٠‏ مشتفة الدالة + ×  (‏ عدد طبيعي يحقق ۸<۱ ) 


ذا كانت الالة ٠٠‏ فبلة للاشتقاق على مجال / من ۲8 ولا تدم على 1 فإن الذالة ل ال الاشتقاق على 7 


ورم كيه 
1 


a 2 والديناء‎ 


0 


1. عين بيانيا إشارة ( ×) م ثم إشارة ( ٠8)‏ 3 
2. نعتبر الدلة / المعرفة على [1:3-] ب '[(ع) #]- (ه) لد 0 
أحسب ( )”تر بدلالة ( ) ۾ و ( )4 ثم استنتج إشارة (>)' /. 


حل: 


1. نلاحظ أن منحنى الدالة بم يقع قوق محور الفواصل من أجل [2:3]ل)[1:0-] © × و تحته من أجل [0:2] © × 


0<(+) ۽ من أجل [2:3]لا[1:0-] ء x‏ و 0>( ) م من أجل[0:2] € :د. 


0 


تماما على [1:3] و تقبل مماسا موازيا لمحور الفواصل عند النقطة 
أجل ]1:1-] و 0<( »)۽ من أجل[3:[ ع + و 1(=0)'۾. 
لى [1:3-] و منه 


٠)» (‏ /. باستعمال الجدول الموالي نحصل على إشارةا 


على [1:1-] و متز 


/ معرفة و قابلة للاث 


]-1:3 


® 0 1 2 3 

= e 

1 ۴ (x) | SE OEE 0 

8 0 1 

7T 0 0 0 

© 

تمرين محلول2: عين مشتقات الدوال الآتية: م“ 
0 

® 2 R على‎ / :× + )2x-x +3[ .1 | 
٠ 

ا ا 
| 3. 4= ل جرج: // على ]+:2[. - 
حل 2 


نلاحظ أن =٠“‏ / مع 3+ +- 2=( ») ». الدالة ؛ قابلة للاشتقاق على 1# و لدينا 1- 4=( :)“ا 


7 (x) =4(4« -1)(2x x +3) 


« و لدينا*/4/4 = / و منه من أجل كل “دمن‎ R 


٭ مع ١‏ - * : - ( :) » كما أن 0( ) » من أجل × من ]مه +:1[. الدالة » قار 


على ]ده +:[ و لدينا :2 >( :)/. إذن ي قابلة للاشتقاق على ]مه +:1[ و لدينا ل - = ب وامنه من أجل 
2" 


1(2) 


ثم 00م 


ع 4 (=١‏ ) ». الدالة » قابلة للاشتقاق على | +:2[ مع 0 <( ) ». إذن ۸ قابلة 


+:2[ و لدينا + 
Vi‏ 


5 / ومنه من أجل كل × من ]2:4[ ۰ EE ry‏ 


f (x +h)-f (x) 
NRE 
f(x +h)-=f (x) _ 7 

SEBRE 9 


٤)۸( =‏ يكون لدينا 0 -()' “ر-( (x‏ /- زم)عسنا 


وعنه (ط)ع اج زع)' إطدزع) .f (x +h)‏ 


بوضع: ×=( ۸+ »)= حك و (×) /-(۸+ ») /= برك تكتب المساواة 


Ay =f /ر كمايئي: (حذ)ع جذ+ جدزع)'‎ (x -زم+‎ (x)= (x )+he 


منه التقريب 41( )” /= :رك عندما يكون ×ھ قريبا من 0. 


انصطلح الصياغة التفاضلية التالية: =( )"۶ أو يك(2)' 2ت ره. 


يستعمل هذا الترميز في العلوم الفيزيائية و بصفة عامة نكتب: كيدلا من ” / 


مانت عه 
كك دامن “عر وهكذا بدلا 1. 
aE 3‏ 


2. طريقة أولر 
تسمح طريقة أولر بإنشاء تمثيلات بيانية تقريبية لدالة / بمعرفة ' / و (ن) رح ء'ل. ترتكز هذه الطريقة على التقريبا 
للدالة / بحيث من أجل / قريب من 0 لدينا: (وثد)” إدا+ (ىد) > f )x,+۸(‏ 
الطلاقا من النقطة (.": ).٠,‏ ,ا بحيث 0 (,1)// ننشئ النقطة (,'ر: ,) ,۸4 ذات الفاصلة ۸+ ,>= ,+ و التي 
اتنتمي إلى المستقيم الذي معامل توجيهه (.:3)” / والمار من م و بالثالي: 
لمم + (to)‏ كبرو ساك (xo)‏ /1+(,ع) (xo+h)=f‏ / 


من أجل /١‏ قريب من 0 فان النقطة ( +٠,‏ 


)۸ قريبة من( /©) منحتي /. 
٠‏ النقطة (( ,»)° /1 1( (x, ۲1 (x,‏ يل 
و هكذا يمكن على التوالي إنشاء النقط ( ,رذ ,'3) ,۸ حيث ۳/1 .= , 


د(.*)' /1+(,.,*) /= ,ل مع 1< «. بريط النقط ۸,۰4۰۸ ۰... نحصل 


بنفس الطريقة يمكن إنشاء؛ انطلاقا 


[. يكن ۷ حجم الكرة بب”,0 و ليكن ۸ نصف قطرها بي 67 لنعين /41 تغير حجم الكرة الحاصل بلي 


0.1 - 4۴ تغير نصف القطر قي حالة 8= aR sd <R‏ = /وامتة 0 هد 
أي 0” 4# - /اك و يما أن 0,1= AR‏ من 0 ) يمكننا أن تكتب ۸۸ 47۸= ۸۷ 
و هكذا نجد: 0,1(=80) (4۳)8= 4۷ و منه يرتفع الحجم بحوالي 80077. 
الكرة يب «١‏ و مله 487 = 5 و بالتالي 8/7۸4۸ = 05 يمكننا أن نكتب. 
أجل 0 - ۸۸. و هكذا 20 > 45 . ترتفع المساحة بحوالي *2007. 1 


| ل2: لتكن / دالة تحقق: | -(0) / و */-()” /: 1 5 
| 1. باستعمال طريقة أولر و باختيار خطوة 0,5 = E Ss‏ 
| ثم أنشئ تمثيلا تقريبيا للدالة / . تدور النتائج إلى 0.01 عين قيمة مقربة للعدد (4) /. . 


| 2 ياختار خطوة جديدة 0.1= 1 عين قيمة مقربة للععد (4) /- 3< 
3. لبرهن أن 1+ ل + -(+) a‏ ند زه روا زا O‏ 2 
مع القيم المقربة المحصل عليها سابقا بالخطوتين 0.5 و 0,1 0 
طريقة: لإيجاد قيمة مقربة ل[+4) / نستعمل الثقريب (0/)0+(4) /-(0+8) /حيث قري ك إو 
حل 5 
لدينا: 1 = (0) ° /0.5+(0) كرك (0,5) f‏ 1,354 = 1+0,50.5= )0,5( /0,5+(0,5) /=)1( / - 

0 


ETE 
EE EE 
ET 
E 
ي ا‎ 
a 
E 
E 
)4( © 6,227 اتج تعمال مجدول ا امج حاسية بيانية‎ 2 
1 2 : 206 f 1 من الواضه‎ .3 
/(«) ن الواضح أن1 > (0) / كما ان ]ل = ل 23 )س‎ 
19 لدی‎ 


1+ 0 2 (4) / و باستعمال حاسية نجد 6,333 » (4) /. نلاحظ أن القيمة المقربة المحصل عليها 


ل. دراسة دالة مثلثية 
1. تذكير حول الدالتين * جيب * و ” جيب التمام " 


* من أجل کل × من 8 
الدالتين +05 جم × و s1‏ × 


cos(=x )=cosx <R 


tn ×‏ = ( ۳+ )مها . إذن الدالة" ظل * دورية دورهام. 


من أجل كل : يختلف عن ج ٠+۸‏ 0ه - > ( -) «ه) . إذن المنحني الممثل للدالة 'ظل” متناظر 
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isin =1‏ و 0= ines‏ و بما أن من أجل كل »د من كب .0< عدوم فإن 0+ = lim anx‏ 


ترات الدائة ۶ على المجال | 5 
| 3 زسم متحتي ([)عى | :0] ثم على 


1. من أجل كل × من ۰ ( ) /= × ہا = ( دهلة-) > (ج+ )= (ج+ ۲) / و منه الدالة / 


in? دزى)‎ [sin (=x )J =(-sinx J =sin" x =/ زع)‎ 


*-) / و مئه الدالة ۶ 
اتيب محور تناظر للمنحني ( ©). 
الدالة / قابلة للاشتقاق على 12( جداء دالتين ) فهي إذن 


2- بما أن الدالة × «آء جم + قابلة للاشتقاق على 


AISI 


2 r 
/ /):( - 2810 قابئة للاشتقاق على | :0 | و لدینا: من أجل كل × من ۰۸ :دومع‎ 


بما أن العددین 6«اة و وده موجبان على | 02 مع 0-0منة و 5-0 


cos‏ فده < زع رع جره 


5 نا ة|*” 
و بالتالي فالدالة / متزايدة تماما على المجال | :0 


]اهم 


3. لرسم في البداية المنحني الممثل للدالة / على المجال 


( , ©) تمثيليهما البيانيين على الترتيب في معلم متعامد و متجانس ( ل, /: 0). 


و لیکن (,©) و 


1 - 1705/8/16 
جاكوب برئولي 


صماء 


[. نعتبر الدالة بم المعرفة على ٩‏ بب * :+ 1/- 28 -() ي 
٠‏ أدرس اتجاه تغير الدالة ۾ 
ه بين أن المعادلة 0= ( *) ۾ تقبل حلا وحيدا © يطلب تعيينه. استنتج إشارة بم على ۸ . 


نعتبر الدالة / المعرفة على 12 بب #د- * :د+ 20/1 > ( *) / و ليكن( ,©) تمثيلها البياني في معلم متعامد. 
تعتبر المستقيمين «3- - بر () و ×= (ز:(/2) 
ه أدرس نهايتي الدالة f‏ عند م و عند ممه 


ل( استنتج جدول تغيرات الدالة /. 
i+x‏ 


© بين أنه من أجل كل × من + 


٠.‏ أحسب [ +3+( «( /[ lim‏ . فسر بيانيا النتيجة المحصل عليها. 
المستقيم 7 1) مستقيما مقاربا للمنحني ( /©) عند + . 
(D)<(‏ و .(D')‏ 


س وضعية ( )٥,‏ بالنسية إلى ( 2) و (/2). أرسم ( 


1 FE 
NEE 10:+ لتكن / دالة تحقق 1(=0) / و من أجل كل ند من ]مه‎ 


بإتباع " طريقة أولر " أنجز ورقة الحساب الموالية ياختيار خطوة 0,01 = // ثم أكمل الجدول التالي: 


f (x)= 


0.695653 


2, أنشئ تقريبا لمنحني الدالة / على المجال[1:5]. 
3. أعد إنجاز نفس الجدول السابق باختيار خطوة 
1 ۸. قارن بين النتائج المحصل عليها مع تلك 
التي تقدمها الحاسبة يتا 1-51 ا 


اموضوع مكلو 
OIG +‏ وت 
دريام ادص و0 ق ا 


. )0:1:[( ومتجانس‎ ax +2 


54 2 
يف قاقة f‏ - برهن أن المستقيم ذي المعادلة بدح = ار هو مستقيم 
3 تاق على كل مجال من مقارب للمنحني ©. 
التجفوعة ,5 . : أكتب معادلة لمماس المنحتي © عند النقطة ذات 
عين العددين © و ط يحيث من أجل كل ,2 © × * | اللفاصلة 0 _ 
برهن أن انقطة ب ذات الإحدايتين| له ١‏ 


هي مركز تناظر للمنحني ,© . أرسم المنحني © ٠‏ 


» lim/ (x) 


للحصول على النتائج نطبق 
المبرهنات على النهايات . 


lim f (x 5 


+ -(:)؛ م مجموع عددين موجبين ف 2 دك 


7 ا 
ن من أجل كل رطع × ۰ 0< (ع)' ل لے ا 


(*) اا ده= «ل-(») ,رون إن المستقيم ذي المعادلة 


ج = الي هو مستقيم مقارب للمنحثي ر 


مغادلة المماس هي 2 2= و تطبيق مباشر للمعادلة المعروفة 
=x, )*/ (xo)‏ )لمعا /= y‏ 


مع العلم أن المعاملات أعطيت في 1. 


تقطة من( حيث ( ر 


) إحدائيتيها في المعلم 


)حلم ) إحدائيتيها في المعلم ( 7 0:7) 7737 


من @6- 257-017 يقح + رمام 2 

0 ا تمان تررق تعر اما ن ا 

O 0222 4 4‏ 
طرق أخرى 


HE 4‏ 
ال ونبرهن أن الدالة = اندج جا 5١‏ هي فردية , 
E‏ 


من جذع شجرة دائري المقطع قطره (/ ٠‏ نريد الحصول على رافد مستطيل المقطع قاعدته » وارتفاعه // . 


حصل على المقاومة القصوى (العظمى) في الانحناء كلما كان المقدار × كبيرا مع ×< ۸. 


-/ (= 


0000 ةيد 
/ هي الدالة المعرفة على المجال | 0:7 | + 6د +" 


ار اکا 


المنحني © عند النقطة 0 ثم معادلة ل ر مماس المنحني © عند نقطته ۸ ذات ١‏ 
5 0 
الغا 0 | الوضعية النسبية للمتحني © بالنسبة ل ,/ وبالنسبة ل وا . 6 
9 ا 
€ 0 
> 
5 (2 هو قطر المقطع الدائري لجع الشجرة). 
ا9 3 
لماذا د +× 2 
4 


أحسب * ند بدلالة :3 . 


استعمل الجزء 1) لإيجاد × و / بحيث تكون للرافد أقصى مقاومة للانحناء ٠‏ 


1)1 حلل (1)' / إلى جداء عاملين ثم استنتج إشارته بسهولة ٠‏ 


معادلة المماس ولدراسة الوضعية » أدرس إشارة العبارة 
ار هي معادلة للمماس . 


()؛-(ع) رحيث (ع)/ 


1 ]. استعمل مبرهنة فيتاهورس لإيجاد العلاقة بين »× ٠‏ او 0 . 
2 استخرج 1 من العلاقة السابقة ثم قم بتعويضها تحصل على ( *) /= ٠ x۸‏ 


3. استعمل جدول تغيرات الدالة / لتعيين القيمة الحذية العظمى ٠‏ 


إل / الدالة المعرقة على 8 ب 3+ عل - () f‏ 


- تحقق أنه من أجل كل / غير معدوم يكون : 
82 (0 +1„ 
4+2+ 72+20 1 


استنتج أن الدالة / تقبل الاشتقاق عند 1 مبيّنا (1)' '/ر - 


أن لنتحني امال قي معلم » لدالة 7 » يمر بال 
A)-1;-3)‏ . 
أكتب معانلة لمماس هذا المنحتي عند النقطة ۸ - 
أ[ ليكن ,© التمثيل البياني للدالة / المعرفة على 5 
اق علد 0 . 
الستقيم 7 ذو المعادلة «2-3 = (ز: هو المماس لل 


© عند النقطة (0:2) 4 . 


1) حدد (0) / و (0)' / 


1) حدد القيم التالية :(0) / :(1) / 
f (1)7 (0)‏ 

2) أكتب معادلة لكل 

ليم © التمشل البياني 

7 المماس للمنحني !© عند النقملة ١‏ والموازي للمستقيم 

ذي المعاطة 120+ :و2 - ب 

أكتب معادلة للمستقيم 7 . 

وم © منحني الدالة / المعرفة على ب 
إلحما+تمدرم)ر. 


المستقيمين 


لدالة / يشمل النقطة (2:3-) ۸ 


E EG 


إلى 0 ؟ 
3) أعط تفسيرا هندسيا للجواب عن السؤال 2) ؛ ثم أكتب 
معادلتي تصفي المماسين للمنحني © في هذه الحالة . 
إل / لدل المعرفة على :2 -] ب: 

. f (x)= +2 


)السب 


2) هل الدالة / تقبل الاشتقاق على يمين 2- ؟ 
فسر هندسيا إجابتك . 

[ 1 مجال من 12 يشمل العدد الحقيقي © »و / دالة 

قابلة للاشتقاق عند ۾ حيث 4(=1)' “رمع 1# 1€ . 

ادر 
-a‏ 


تعتبر الدالة بم المعرفة ب )م 
إذاكان [ه]- اع م و ا (ه) ع . 
أ أثبت أن الدالة بم مستمرة عند © . 
ب من أجل [ه)- / ء ند ء أكتب ( :د) / بدلالة × 
د(ع)م. 
ج ‏ أحسب ( «) /180! . ماذا تستنتج ؟ 
[1]7] تعتبر الدالة / الدالة المعرفة على ١‏ ب: 
=r‏ رما 1 
1) برهن أنه من أجل ±0 / » 
J (l+h)-2 __ h?+3h+‏ 
م | aD‏ 
2) بين أن الدالة / تقبل الاشتقاق عند 1 ٠‏ 
3) استنتج أن الدالة / مستمرة عند 1 . 
اا لتكن / الدالة المعرفة على 12 ب : 
إدد تع عتدزم رء 


. -2 تحقق من أن الدالة / مستمرة عند‎ )١ 


2) يرهن آنه من أجل |3 ٠ net:‏ 


اليد _6+(مجه) f‏ 
ادا كن 


3) هل الدالة e‏ 2-. 


من الحالات المقترحة دناه ٠‏ برتر 


79] في كل 


الدالة / تقبل الاشتقاق على 1# ثم أعط عبارة 


مع اعتبار × و 72 عندان 


/ ()=x +} 3x +x + 4x -6 - 
+x? 4x -6 

./ (x) E e 

f (x) =2mx? +m x? mx +m -2 اج‎ 


+ ةد رم رز د مل 
r‏ 
من التمرين ا 1 » المطلوب حساب الدالة 
المشتقة للدالة f‏ على المجال المعطى (. 
-Î 5‏ عم D=R +f (x)=x +x‏ . 
ب دومه =R + f (x )=sinx‏ 
ج = زمر هدم 


sinx 
sinx 
cos 


cos 


لما 
5 


'- | 2+ أسدرم رنععم. 


.D=R'/(«) ]ننه‎ +) 


.D=R' 01 sin +£( ج‎ 


مشتقتها . 


./ (m 


1 
.f )x(=| x + 
x 


. D=R رب‎ (<)=(2x +4) 17 

. D=]4:+ =] + / )» (=x =4 ب-‎ 

ج 4+ مضل - (م) /؛ [2 :مد 
يك المستوي منسوب إلى معلم . 

7 * # و ۸ دوال معرفة كالتالي : 
4+ 32-* + -() / معرفة على 18 . 
+1 () ۾ معرفة على 880 . 
6+ 4-=(+) 1 معرفة على ]+ 0] . 

برهن أَنَ منحنيات هذه الدوال تقبل نفس المماس عند النقطة 
ذات الفاصلة 1 . 
[17] في كل من الحالات التالية ٠‏ أحسب الدوال المشتقة 
المتتابعة الأولى ٠‏ الثانية والثالثة للدالة / مبيّناً في كل مرّة 
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[ / الدالة المعرفة على 8 ب : وم - ( 


أ)عيّن' ۶ء " ۶ / و )م الدوال المشتقة المتتابعة 
للدالة f‏ . 
ب) أعط تخمينا »> حسب قيم العدد الطبيعي غير المعدوم ٠‏ 
(٭) ۶ 

إا نعتبر الدالة "× جا : “رمع “0610 . 
أجل 1= أحسب (×)' ثرو ()" /. 
-من أجل 2= م« أحسب ( ×)' ۶ ()” عرو (ع) 0 /. 
-من أجل 3= م أحسب(۲) ل (*)" / ٩ ۳)» (١‏ 
ADE‏ 
من أجل كل "¥ > , » أعط تخمينا حول أصغر قيمة للعدد 
م التي يكون من أجلها ا 
آم من أجل كل “8 © :د نضع دمر 
mires (e) +s‏ 


المشتقتان ذاتين الرتبة العدد الطبيعي غير المعدوم .. 
عين أصغر عدد ١‏ الذي من أجله يكون "اج 2 "مر . 


نعتبر الدالتين / و م المعرقتين على 8 ب : 


2 / الدالة المعرقة على 8 ي + 
++ د زع ) /. 
1) تحقّق أنه من أجل كل عدد حقيقي + ء 


. دعبال‎ '(x)=/ (x) 


مدزع) دزي سجزع)" ازتعج)ء 


من الحالات التالية درس اتجاه تغير الدالة /ر. 
f ):(-‏ 


(3- )د (ع) / 


1) لحب ()"' / و (ع)" تر من أجل ۸ € ×. 


١ 2‏ - استنتج إشارة ()' / . 


[ / الدالة المعرفة على 1 ب : 
2x" +12? +1‏ 
1) أدرس تغيرات الدالة / ونهايتيها عند م 
2) هل الدالة / تقبل قيم حذية محلية ؟ 
3) هل الدالة / محدودة على ؟ 
لك / الدالة المعرفة على [1)-8 ب + 
ا a‏ =)«(/ 
مع 4 و ۵ عددين حقيقيين. 
الهدف من التمرين هو إيجاد إن أمكن 4 و / حيث يكون 
(1-) / قيمة حية محلية عظمى معدومة . 
)١‏ لماذا 1(=0-)' / و 0- (ا-) /؟ 
2) أوجد إذن » و # ٠‏ ثم تحقق أن الدالة المحصل عليها 
7 شر دن ,شرن ل -]-8 ب: 


HE (0= 
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© هو تمثيلها البياني 
م حي الا | 
البيائية 
1 شكل جدول تغيرات الدألة / . 
2. استنتج تغيرا ت الدالتيتن التاليتين (مع الشرح) 
1 
ا ا 
/. الدالة المعرفة على 1# ب : 
(r)=x-3« +1‏ /. 
1) عيّن النهايتين للدالة / عند م- وعند + , 
2) أدرس تغيرات الدالة / ؟ 
3) برهن أن المعادلة 0( *) / تقبل ثلاث حلول ٠‏ 
4) أعط حصرا بتقريب إلى 10 لكل حل . 
[ / الدالة المعرفة على #] 4 
4+ نيا ?4+ f (x)=3x'‏ . 
1) أنجز جدول تغيرات الدالة / . 
2) ما هو عدد حلل المعادلة 0=(×) /ر ؟ 
3) أعط حصرا لكل حل بتقريب 107 . 


[ ۸ عدد طبيعي غير معدوم » 4 عدد حقيقى . ن 3 
1) أدرس حسب شفعية 7؛ تغيرات الدالة f, :* ٣+"‏ دالتها المشتقة . ١‏ 
2) أدرس النهايات للدالة ,/ر عند م و عند ممه . )١‏ لیت اده من ایل کل علد لر كل 17 نا 
أجد كل الع ع (ع)“” رزع) (=f‏ ))7 . 
2) برهن أنه يمكن تمديد هذه القاعدة من أجل كل عدد 


3) تاقش حسب قيم ١‏ و ۾ + عدد حلول المعادلة 


) (3- 2+ *ع)- (ع) ر. 


ب) (ادع+*22) دزع) ۾. 


ع “)د مم ( (,) ,2 1) ماهو التخمين الذي يمكن وضعه حول المتحنيين عند 
(u +3) 95‏ النقطة ذات الفاصلة 1 ؟ 
في التمارين 35 ٠‏ 36 و 37 ؛ المطلوب حساب الدالة 2) / و م الدالتان المعرقتان على ب : 

3 عع =( روطو عبد رمع . 
0 - برهن أن الدالتين / و م قابلتان للاشتقاق على 12 . 
5 (ع) sf‏ ]إسجاز- 1 ب أحصب (1) ثرء (1) ۾ (1)' ولام . 

3 ج برهن التخمين الموضوع سابقا . 
ب) اک =(×) و =1 ثيل البيائي ٠‏ متعامد ومتجانس » 

ا : 17 © هر لتقل ليشي ٠‏ في معلم متا ومتجائس 

2+جة) 1 للدالة / معرفة على 8 ب 3+ 23:د4/.- (*) /. 
=( ») | و ;| =1 1 اا 2 . 
(4x +2)‏ 2 أ ) برهن أن محور التراتيب هو محور تناظر للمحني © ٠‏ 
) (2- ة) '(2- «4) -ز») مر وج - ر . ب) أحسب الدالة المشتقة للدالة / . أنشئ جدول تغيرات 
.1=R»/ (x) =sin(1-x?°) (AD‏ الدالة ر على المجال ٠10:70]‏ 
5 ج) برهن أن المستقيم ذي المعادلة 
ب :3 كمع - (ح) ne 27 1=R's f‏ 
ع) (x)= x‏ ررد 0 د) أرسم المنحني ,© ومستقيمه المقارب . 
(man (‏ ثرو إكيه |در 
0063 


5 8 []| برّر التقريب التألفي المحلي عند 0 في كل الحالة من 
الح RS)‏ : الحالات التالية : 


2 

e ب) جاع‎ (rx) =+. (| La RAS) a+ 
sin = ج ا‎ 2 0 
inx =x (a عا »اس‎ 1=) (0=, © 


6 مسا درم وى [oi]‏ 1 . 1 / الدالة المعرفة على 1 ب 


أ ) عين التقريب التآلفي لعبارة (:/+2) f‏ من أجل 7 
قريب من 0 ؛ مبيّنا الازتياب المرتكب . 

ب) أحسب ذهنيا قيمة مقربة للعدد 2.029 . 

[#] أعط تقريبا تآلقيا لعبارة (/+0) “من أجل ٠۸١١‏ 


1) ا++ك-:+3د(ءع) رو 2= 


م ل 


f )2(<‏ و2-=ه۾. 
E 6‏ 


517 في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

نعتبر (,©) منحني دالة /. قابلة للاشتقاق عند ر فاصلة 
النقطة 4 و (7) مماس للمنحني (/©) عند النقطة ۸ . 
8 و © نقطتان من (/©) 
فاصلتاهما /- يد و 8+ ر على 
الترتيب حيث 0 <:/ وقرب من 0. 
0 نقطة حيث ((81) يعامد (00). 


1) أعط قيمة مقربة لمساحة الشكل 


الهندسي 8010 (شبه مثلث قائم) ٠‏ 


قريب من 0؛ مبيّنا الارتياب المرتكب من أجل *107>! ۸٠ء‏ 


لحني لاني © لتقي هو دا / قال لاشتقاق على 
مجموعة تعريفها 11 
1. عين مجموعة تعريف الدالة / . 

2. بقراءة بيانية عيّن العدد المشتق للدالة ‏ عند كل من 
 -+‏ 3- و 2- علما أن ترت رتيب النقطة 8 موق. 
ET‏ م 
5. هل توجد مماسات أخرى للمنحني ,© موازية لمماسه 
عند النقطة © ؟ 
يي في كل حالة © هو التمثيل البياني + 
لدالة / و ۸ نقطة من © فاصلتها 1. 
أ ) هل الدال / تقبل الاشتقاق عند 1؟ 
ب) عين العدد المشتق في حالة وجوده. 


hs f) الة‎ 


أحسب هذه القيمة من أجل 0.03 = :/ ومعامل 


توجيه المستقيم (7) هو 9 . 


٠‏ قي كل من الحالتين التالي 
“رو0ده. 


ı 41-2 


ب 3+ ل (1+ ۲)+ 2 جرع روا ده . 


للها د ا 


ومن أجل كل 40 e ٠۸‏ 


2) أحسب ()' / من أجل ±0 × . 


َيل الدالة / معرفة على المجال [2:2-] ب: 
f (x)= 4x3‏ 
1) لاحظ على شاشة الحاسبة البيانية » منحني الدالة / 
وأعط تخميناتك عول قابلية الاشتقاق عند 2- وعند0 . 
2) برهن كل تخمين باسثعمال تعريف الاشتقاقية . 
في التمرينين أذكر إن كانت الدالة المفترحة / قابلة 
للاشتقاق عند 0 . 
(x)= (E‏ /. 
(*«)=x x (RÛ‏ / 


ا ا ا 


ب) ل ×=(») ۶. 


تعد زع) لء 
1) هل الدالة E i‏ 0 


© هو المتحني الممثل في معلم متعامد ومتجاتس * 


للدالة / المعرّقة على 8 ب : 
1) أرسم المنحني ,© عين 
2) أ ) بن أن الدالة / تقبل الا 


البياني في معلم 


هل يوجد عددان 4 و 8 حيث تكون لمماس المنحني © 


معادلة 3+ به > ر عند نقطته ذات الفاصلة 0 ؟ 


َي عدد حقيقي . نعتبر الدالة / المعرفة على +1 


عدج f (x)=ax?+3x?‏ . 
هل يوجد عدد © حيث تكون للدالة / قيمة حية محلية » 
من أجل 1 
المنحني ذي المعادلة : 
+3y +‏ تدج xy‏ 
برهن أن النقطة (2:1-) 4, تنتمي إلى © ٠‏ وأ © يقبل 
مماسا عند النقطة ۸ يطلب 
8 / هي الدالة المعرفة على 8 ب : 
f (x)= +3 +3x+3‏ 
على شاشة الحاسبة البيائية ترسم المنحني © الممثل 
/ والمماس 7 عند النقطة ۸ التي فاصلتها 0. 


4 
رك 
1. عين معادلة للمماس 7 1 


2-خمن على الشاشة وضعية المنحني © بالنسبة للمماس 7 


3.تحفق أن من أجل كل عدد حقيقي *: 
تجع) 2 - (قجعة)-(:)/. 
4. ادرس إشارة(3+3) -(::) / ثم استنتج وضعية 


المنحتي © بالنسبة للمماس '7. 


يع لکن م ۰ م وء اعد 


القطع المكافئ ذي المعادلة +٥‏ يدم+ * جم > لز 


حقيقية حيث 0 < ۾ وليكن 


عدد حقيقي ٠‏ و11 نقطة من 7 فاصلتها ,)ا 
قطة , 1 ۰ 


عبن معادلة للمماس 7 للمنحني 4 عند ال 
2) برهن أنّ 7 يقع فوق كل مماساته ٠‏ 
3) عين مجموعة النقط 11 › ذات الإحداثيات ( ل ) ؟ 
حيث يوجد مماس للمنحني 47 عند النقطة 44 . 
az, 5‏ 
للَنَ)ْ ) عبن مجموعة تعريف الذالة دان 


ثم أب ذاقتها المشتقة . 


باجم 
1+x‏ 


مبيّنا المجموعة التي تقام فيها الحساب . 


2) استنتج الدالة المشتقة للدالة 


[] الشكل الموالي هو التمثيل البياني لدالة / معرفة 
وقابلة للاشتقاق على [0:5[ 


المستقيمان المرسومان قي الشكل هما المماسان للمنحتي عند 
5 16 
قاصلتاهما 1 و و 
ين (1)/ و()'/ . 
المجال [0:5[ المتراجحات الثالية (القيم 
المقروءة قي التمثيل تعطى بالتقريب إلى *10) 
ب)0<(»)' ل ./(x)“1(‏ 


)0< ار 


3. تقبل أنه من اجل كل 


اد حقيقي د من 


2 إمء(م)'/ 


ياستعمال قيم (1) رو (1)'/ المحصل عليها في 


8 # عند طبيعي غير معدوم » و1 عدد حقيقي 
ايخئلف عن1 
1) سط المجموع 4+ + +| . 
) استنتج تبسيطا للعبارة : 


tn 


rr a+ 
أ حدم درف على المحور (00) .تضم )ع‎ 
الفالون الزمني للحركة‎ ٠ / فاصلة الجسم عند اللحظة‎ 


يعطى بالعلاقة )2*4( 5 


يرهن أن التسارع متناسب مع الفاصلة . 


[2] من أجل کل eR‏ لك 

3 0 
المشتقة ذات الرتبة العدد الطبيعي غير المعدوم - 
برهن » باستمل الت برا 1013ل 


ويم لدالة / معرفة على 8 ب: ی0 += () 1/7 
1) من أجل كل عند حقيقي × أحننب (+) م ا 
TOS e)‏ 

2) برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
۸ » ومن أجل كل عدد حقيقي انداء 

(e) =x ofr + | +)«-1(2( 


[7] الدالة / معرفة على R-)-1:1[‏ ب: 
2 


انه 
1) جد عددين حقيقيين 4 و7 حيث من أجل كل عدد 
حقيقي ند من المجموعة [18-1-1:1 ٠‏ 


a 


(=+ 


قابلة للاشتقاق على ؛ والمماسان د © 
عند نقطتيه ۸ و ١8‏ فاصلتيهما1- و ۰0 


1) بقراءة بيانية» ين اقيم (1-) ,0 9 / 
f (1) / )0(‏ )1=( رعزه)' د( /. 
2 ل بویا فی تسبل | :3 
١‏ ) المعادلة 0=(») /. 

ب) المعادلة 1= =( »)' /. 
ج) المتراجحة 4< ()' / . 


/ دالة معرقة على 18 › تقبل الاشتقاق مرتين 
f (0)‏ + 0)=1(' ر. 
*' م (الدالة المشتقة الأولى للدالة /) متزايدة على 
[-+:0[ ومتناقصة على [0:-[. 


p(x) )4د‎ -2)(x +1) 


المنحلي © يحقق الشروط الثالية 


يمر بمبدأ المعلم © . و يشمل النقطة (3:9-)۸ ٠‏ يقيل 
قي النقطة 4 التي فاصلتها | 
(0۸) كمماس عند النقطة 0 

1. ما هو معامل توجيه المستقيم (0/0)؟ 
2-نفرض أن / معرفة على [3:3-] يد 


أفقيا و يقبل المستقيم 


f(x)=ar +b + فجي‎ 


حيث ۾ ۰ 8ء © و ك4 أعداد حقر 


ب-حلل (ند)'/ر و استنتج اتجاه تغير الدالة /ر. 
ب/ الدالة المعرفة على [ا:1-)- 8 ب : 


ب) من أجل أي قيمة للعدد 7 حيث ,,/ تقبل قيمتين 

تين محليتين إحداهما صغرى والأخرى عظمى ؟ 

٠‏ 8 و © ثلاث نقط من المستوي ليست في 

۸ عدد حقيقي من المجال [1:1-]. 

نسمي ,6 مرجح النقط المثقلة (1+ 6, ۸) ٠‏ (4, 8) 
و(ع-ع). 


1) مثل النقط ۸ ٠ 8 ٠‏ © و / منتصف القطعة [ 8€] . 
وأنشئ النقطتين ,© ور © . 


2) أ - برهن أنه من أجل كل [1:1-] © ۸ يكون : 


CIUAaAaooadll ع‎ 


. AG, E pC 
k +1 
]-1:1[ ب أنشئ جدول تغيّرات الدالة / المعرّفة على‎ 
ب تب زا‎ 
x +1 


ج - استنتج مجموعة النقط ,6 لمآ » يسح [1:1-] . 
8 تعتبر قرصا مركزه 0 ونصف قطره ١#‏ انقص 
منه قطاعا زاويا ( 0۸:08) قياسه × مقدرا بالراديان » 
عندما نلصق القطعتين [ /0] و | 08] مع بعضهما 
نحصل على مخروط دوراني نصف قطر قاعدته ۲ 


1) عنر عن ع و / يدلاثة او 8 ٠‏ 00 5 
2) برهن أن حجم المخروط الدوراني معرف بالعلاقة : ترد ر د = + = 


Fx 


(I 
ks . [0:2] أ ذرس تتيرات دة ۷ على المجال‎ )3 
)"م ۰ (٭) ۸ و‎ ( ٠”) ( ب - من أجل أي قيمة اعدد × يكون حجم المخروط أكبر ب) عټر عن كل من‎ 


| مايمكن ؟ لصبه بدلاقة 7 ( )۸ يدلقة ( »)0 و( )س 
7 1860 مريع ضلعه 1 . ج) استنتج جدول تغيرات لكل دالة من الدوال ٠‏ م ۸٠١‏ 
هو اربع الداترة ات المركز ۸ ونصف القطر 48 ٠‏ د ٠K‏ 
ی :8 [ 1) أحسب الدالة المشتقة للدالة / المعرفة على 
R-{I 8‏ ب: =(« /. 
إل 2د زر 
2) استنتج الدالة المشتقة لكل من الدوال المقترحة التالية : 
DEN N‏ 1+ 


ب) دجو 


2) إذا كانت دالة ۾ فردية وقابلة للاشتقاق قما هي 
شفعية دالتها المشتقة "ي ؟ 

[7] في كل من الحالات التالية أحسب الدالة المشتقة للدالة 
عاد ل a I‏ (») ۶ / المقترحة ميا في كل مرء المجموعة التي تجرى عليها 


)امم د(ع)/ر. ج 


ب( 3 امنود زع) 7 


ر المنحني الممئل لها في معلم متعامد ومتجائسن 


(oil: 31 ' 1‏ . 
)١ aT 41‏ ادرس تغيرات الدالة / . استتتج أن المدحتي 0 


. مستفيما مقاريا عموديا‎ ٠)١ ( عڼن إشارة‎ )١ 


الخيهة ه-؛!- 6+ إرعاس 


73] ) تعتبر الدالة ۾ المعرقة على المجال ]+:1-[ 
ب تمد تعد زعام 

و ليكن ( _,©) تمثيلها البياني في معلم. 
1) لاحظ [ , ©) على شاشة الحاسية البيانية ثم ضع تخمينا 


|= ار م 


7 ف 
ثم شكل جدول تغيراتها. 


الةم 


0=( ×) ۾ تقيل حلا وحيدا © 


إشارة( ند) م على | +:1-[. 


الة / المعرقة على المجال ]إ-ه+:1-[ ب 


/ (= 


و ليكن ( )٤,‏ تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 
ل 1: 0) ( الوحدة: 4 ). 


. بين أن مب - (») / ہنا ثم أحسب (ع) / صا‎ )١ 


= ةر 
الوا 


أنه من كل × من ]مه +:1-[ء 


3) استنتج اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 

4) عين معادلة لب (4) مماس المنحني ( /©) عند النقطة 
دات الفاصلة0. 

5) تحقق أنه من أجل كل × من ]1 +:1-[ 

x(x =1) 

)+ (=)%( ين 


x" +1 


6) بعد دراسة إشار+(1+ «-) - (:) / استنتج وضعية 
المنحني ( ,€) م 
7 ارسم المستقيم (4) و المنحني( ,* 


ر / ون مور 


( ,) تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس ( ل, /: 
1) أحسب نهايات الدالة / عند أطراف مجموعة تعريفها 
استنتج المستقيمات المقاربة الموازية لمحور التراتيب. 
2) أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 


3) أكتب معادلة للمماس ( ,©) عند النقطة ذات الفاصلة 0. 


3) بين أنه من أجل كل × من ,2 


4) بين أن المستقيم (4) ذو المعادلة 1+ بر = « مستقيما 
مقاريا مائلا للمنحني ( ,0) عند مد و عند دصي 
أدرس وضعية المنحني ( ,©) بالنسبة للمستقيم المقارب 
المائل (4). 

5) بين أن المعادلة 0=( :) / تقبل حلا وحيدا © في 


المجال ]1:1-[ يطلب إيجاد. باستعمال حاسبة بيائية» حصر 


اله سعته [,0. 

6) أرسم المستقيمات المقاربة و المنحني ( /©) ٠‏ 
7 من ملاحظة ( ©) خمن وجود مركز تناظر 
للمنحني ( ,©) ثم أثبت صحة أو عدم صحة تخمينك. 
يليم ١‏ / الدالة المعرقة على [2-)-8 ب : 


_ ×3× -6 
1 (= e +2) 


© المنحني الممثل للدالة / في معلم متعامد ومتجانس . 
1) برهن أنه يوجد عددان حقيقيان » و ط حيث من أجل 
Cb‏ 

J م)م- زع)‎ =1) EES 
أ - أدرس نهايات الدالة / عند حدود مجموعة تعريفها.‎ )2 
. / ب أنشئ جدول تغيّرات الدالة‎ 

1) نسمي "1 القطع المكافئ ذي معدل( = )= بر 
حيث 2م × . 
”/ و 17 نفطتان من'1 و © على الترتيب ٠‏ لهما الفاصلة 
د مشتركة . 


. 777 أحسب مركبتي الشعاع‎ )١ 


كل 2عدء 


2) بين أن المستقيم دي المعادلة ×= ر هو مقارب مائل 
للمتحني ,& . 
3) أدرس وضعية المنحني ,6 بالنسبة إلى المستقيم المقارب 


له المائل ٠‏ 


4) أحسب إحداثيات نقطتي تقاطع اا © مع حامل 


ر الفواصل. 


استعمل 


» ١ عيّن حسب يم الوسيط الحقيقي‎ ٠ 


المعادلة 0= 271+ +( -1)+ ”بم 


ب - استنتج حسب قَيّْم الوسيط الحقيقي ٠ «١‏ عدد حلول 


لمعادلة 0= 1+ بريه + ينوم (-2)1 +(/2) ؤدن مع 


f د(ع)ا‎ 


1 
نسمي © المنحني الممثل لها في معلم متعامد ومتجانس . 


1) عين مجموعة تعريق الدالة / 


2) عين 1١‏ الحقيقية ٠4‏ 7 و » . بحيث من أجل كل 
عدد حقيقي ٠‏ من مجموعة تعريف الدالة / : 


f رع‎ 


3) أدرس تغيرات الدالة / ثم أكتب معادلة لكل من 
المستقيمات المقارية للمنحني © 

4) أكتب معادلة لمماس المنحني © علد النقطة ذات 
الفاصلة 0 . 


0 


./ المعرفة على ۳۴ ب + "(2-2) - (:) , /. 
1) أحسب نهايتي الدالة ,تر عند (ضص) و(دم4) . 

2) أدرس تغيرات الدالة / (ميز الحالتين ٠١‏ زوجي ثم 

قردي ) + 

3) نسمي ,© المنحني الممثل للدالة ل في معلم متعامد 

ومتجانس . 

أ - تحقق من أن المستقيم ذي المعادلة 1= :د هو محور 
تناظر للمنحني ,© . 

ب - برّر أن ,© يمر من أربع نقط إحداثياتها مستقلة عن 
العدد الطبيعي :, . أحسب إحداثيات هذه النقط . 

أرسم قي نفس المعلم المنحنيين © و . 


القرااار” اح ١‏ ت» 


1) أدرس تغيّرات الدالة / . استنتج معادلة لكل من 
المستقيمين المقاربين للمحني © . 

2) أكتب معادلة لمماس المنحني © عند نقطته ذات 
الفاصلة 5 . 

3) أثبت أن المستقيم ذي المعادلة 
تناظر للمتحني © . أرسم المنحني © . 

4) تعتبر الدالة ,ر المعرّفة ب : 


Jc 


( ×) ۾ / حيث ١‏ وسيط حقيقي . 
mx‏ 


7 
- أدرس تغيرات الدالة ,,/ واسئنئج المستقيمين القاربين 
امنحتها رك . 

س بين أنه توجد نقطة وحيدة تنتمي إلى كل المنحنيات ,© . 
- ما هو المنحني الذي يشمل النقطة ذات الإحدائيتين 
):4( ؟ 


7) تعتبر الدالة بم المعرقة على المجال ]-+:1-[ 
: -2ة- 27 د(ع) م 

و ليكن [ ,0) تمثيلها البياني في معلم. 
1) لاحظ ( ,©) على شاشة الحاسبة البيانية ثم ضع تخمينا 


حول عدد جذورها و حول / 


بيس 


ة بم ثم شكل جدول تغيراتها. 
( *) بم تقبل حلا وحيدا © 


2) أدرس تعير 


3) بين أن المعادا 


محسوزًا بين 1,6 و 1/7 


4) استنتج » حسب قيم بده إشارة (:) بم على ]مه +:1-[. 
/1)نعتبر الدالة / المعرفة على المجال ]ه+:1-[ ب 
17 
عا 
و ليكن ( ,©) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجائس 


ل 1 0) ( الوحدة: 4 ). 


1) جن ان 


(2) / سنا ثم أصب زع) / اا . 


اعط تفسيرا بيائيا للنتيجتين 


1 g(x) 
/)x(= 1 
(e+) 


2) بين أنه من كل × من | +:1-[ء 


3) استئتج اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 


ن معادلة لب (4) مماس المتحني( /©) عند النقطة 


الفاصلة0. 


5) تحفق أنه من أجل كل × من ]1 +:1-[ء 
د سيد رمم رز 
6) بعد دراسة إشارة(1+ × )-( )١‏ / استتتج وضعية 
المنحني ( ,'©) بالنسبة للمماس (4). ماذا تلاحظ ؟ 

7) ارسم المستقيم (4) و المنحني( ,€) 

ّي نعتبر الدالة / المعرفة على ,12 ب 


( ,) تمثيلها البياني قي معلم متعامد ومتجانس | 
1) أحسب نهايات الدالة / عند أطراف مجموعة 
استنتج المستقيمات المقاربة الموازية لمحور التراتيبه. ٠‏ 
2) أدرس اتجاه تغير الدالة ۶ ثم شكل جدول تغيراتها: 
3) أكتب معادلة للمماس ( ©) عند النقطة ذات الفاصلة 0 
3) بين أنه من أجل كل × من ,۰2 


/ (x)= ++ 


ا 
4) بين أن المستقيم (4) ذو المعادلة 1+ :دح ١ر‏ مستقيما 
مقاربا مائلا للمنحني ( )٤,‏ عند 5- و عند ص . 

أدرس وضعية المنحني ( ,©) بالنسبة للمستقيم المقارب 
المائل (4). 

5) بين أن المعادلة 0=( :) / تقبل حلا وحيدا © في 


7) من ملاحظة ( ,©) خمن وجود مركز تناظر 
للمنحني ( ,©) ثم أثبت صحة أو عدم صحة تخمينك. 
١ ©‏ / الدالة المعرفة على R-)-2[‏ ب: 


ا 
© المنحني الممثل للدالة / في معلم متعامد ومتجانس . 
1) برهن أنه يوجد عددان حقيقيان © و / حيث من أجل 


کل 2 × ء تكون + )=( f‏ 


2) أ - أدرس نهايات الدالة / عند حدود مجموعة تعريفها. 
ب - أنشئ جدول تغيّرات الدالة / . 

11) نسمي"! القطع المكافئ ذي المعادلة "(1- ») 
حيث 2م ۸ . 

*/ و 1 نفطتان من'1 و © على الترتيب ٠‏ لهما الفاصلة 
مشتركة . 4 


1) أحسب مركّبتي الشعاع 7577 . 


استنتج أن ء لما × يؤول إلى (--) أو (مم+) فإ 
المسافة ۶۷ تؤول إلى 0. قستّر هذه النتيجة هندسيا ٠‏ 
2) أرسم في نفس الشكل المتحنيين 1 و © . 

5 4 عدد حقيقي موجب تماما . ر الدالة المعرفة 
على المجال ]مه+:0) 58 


ب ما هي مجموعة النقط ,/ عندما يمسح 2 المجال /. 


2 كم 
۶ هي الدالة المعرقة على المجموعة 2 ب 
عه + ثبل ++ .د زع) f‏ 
مع |= +:0]ں]4-:+] ؛ و © تمثيلها البياني 
في معلم متعامد ومتجانس [ر: 7: 0©) 


معرقة وقابلة للاشتفاق على 18 حيث 0 


)0( 
دمن أجل كل عدد حقيقي ر F(x)‏ 
5 


نقبل أن الدالة ۸ موجودة ولا نريد إيجاد عبارتها ( ۴)۲ . 
نسمي © تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس . 


1) © الدالة المعرفة على 8 ب : 

.G(«)=F(x)+F(=) 
6 ')( أ برّر أن © تقبل الاشتقاق على 12 وأحسب‎ 
. من أجل €8 ٭‎ 
. ب أحسب (0) © واستنتج أن الدالة ۴ فردية‎ 
: الدلة المعررقة على المجال ]هه +:0[ - / ب‎ // )2 


[)محرمم رماس 
برّر أن ٨1‏ تقبل الاشتقاق على 1 وأحسب ( »)۸1 
من أجل 1ع ×.. 
ب - برهن انه من أجل كل / © × (1) /2 - () /1. 
أن )1( lim F (x )=2F‏ . 
د ماذا ينتج عن المنحني © ؟ 
3) 7 الدالة المعرآفة على [ 


أ أحسب ( :)' ”7 . ماذا ينتج عن الدالة 7؟ 
ب أحسب (1) ۴ . 
4) أنجز جدول تغيّرات الدالة / على ۴ . 
5) أرسم المنحني © ٠‏ مستقيماته المقاربة ومماساته عند 
النقط ذات الفواصل 1- ء 0 و1 . 
|92 / هي الدالة المعرفة على 

امم -()) f‏ 
البياني في معلم متعامد ومتجاش . 
أ- عين معادلة للمماس 7 للمنحني © عند النقطة ذات 
الفاصلة 0 . 
ب ل أدرس الوضعية النسبية للمنحني © بالنسبة ل 1 ٠‏ 
تعتبر الدالة / المعرفة على 1# ب 

املو زع) “f‏ 

وليكن © تمثيلها البياني في معلم متعامد [/: 1 
أ- برهن أن الدالة / دورية ذات الدور 5 ٠‏ 
ب- برهن أن محور الثراتيب هو محور تناظر للمنحتي © 

درس تیبرت دة / على سحاد [9:5] + 7 


. (o 


د - أرسم المنحني الذي يمثل الدالة / على المجال 
3# 3 
[0:5] نغ ل سم | 
[ , هي الدالة المعرفة على 12 ب : 
f (x )=sin3x -3sinx‏ . 
)١‏ قارن بين () / وکل من (2+ ع) / ۰ (>-) / 
و(»-ع) ر. 


| يرهن إان أنه يكفي دراسة الدالة / على 8 


2) برهن أنه من أجل كل عدد حقيقي ۾ * 
f '(x)=-6sinx sin2x‏ - 


|[ نعتبر الدالة / المعرّفة على * 
1 
-cosx‏ 2ومم 2 - () /. 
وليكن © تمثيلها البياني في معلم متعامد [ ر؛ 7: ©) . 


بن أن.الدالة / دورية ذات الدور 2 . 


. f زع"‎ =sin(r LI 

(2)' “رمن أجل [0:7] € ٭ . 
3)| - أنجز جدول تغيرات للدالة / على [0:75] . 
ب - أزسم المنحلي الذي يمثل الدالة / على [#:عرت] . 
چ - كيف يمكن استنتاج المتحني © 
[[ ليدف من التمرين هو قريب محلي يجواز 0 للدالة 
0 مع كثيرات الحدود 


تعتبر الدالتين / و م المعرافتين على ب: 


كعد »)وى شا )(». 
باستعمال حاسبة بيالية أعط تخمينا جول وضعية منحنيات 


الدوال 07م وا . 


الجزء الأول : 
1)- درس على المجال 


.u:x مها جر‎ —x 
. 1 ب استنتج إشارة د- نداة؛ على المجال‎ 
1 أ- برّر أنه يوجد عدد حقيقي وحيد © في المجال‎ )2 
. n = /2-1 حيث‎ 
. 1 ب استنتج 2/-1+ مها على المجال‎ 
ج - أدرس تغيّرات الدالة 2 +- تدهه) جم :ر‎ 
. 1 على المجال‎ ٠ )::( واستنتج إشارة‎ 
: الجزء الثاني‎ 
0 

1) أدرس تغيّرات الدالة سک ب روما جا على 
المجال / ء واستنتج أنه من أجل كل 1> × » 
tanx‏ < كبر 

3 1 
2) بإتباع نفس الطريقة للسؤال 1) بر آله من أجل كل 


2x 
u tanx Sx +=— xel 


3) من شفعية الدالة 180 ١‏ برّر أنه من أجل كل 


عع + رك جم > کے + ر 
3 8 


/ هي الدالة المعرّفة على المجموعة 2 للأعداد 

الحقيقية دحيث 5 ++ دمع 2ع ۸ ب : 
f (x )=tan(2x)‏ . 

. أ- برهن أن الدالة / دورية ذات الدور ج‎ )١ 

ب - برهن أنه من أجل كل × من © * 

eI) 

استتتج أنّ المنحني © الممثل للدالة / في معلم متعامد 

ومتجانس » متناظر بالنسية لمبدأ المعلم . 

2 - احسب (>) زاش لهل |« . 


ب أدرس وضعية © بالتسبة إلى 7 على ا 


4) أرسم 7 والمتحني الذي يمثل الدالة / على 


[77 المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس مباشر 


مث 486 متساوي الساقين 


أسه (1:0-) ۸ ء محيط بالدائرة 
ذات 0 ونصف القطر 1 . 
النقطة 8 تقع فوق المحور ( ×0)» ° 


/8 المسقط العمودي للنقطة ۸ على ( ©8) 


بن إحداثيتي النقطة 8 


عبر عن المسافتين 817 و ۸81 بدلالة © 
المثلث 186 
/ المعرفة على [0:75] ب 
( ذم +1) f (x )=sinx‏ 
+cosx =1 x € [0i7‏ رومن 2 f "(x)=‏ 
کل 760:7 
f '(x)=(2cos-1)(cosx‏ 


ب - أدرس اشارة (»)' / > ثم أنجز جدول تغيرات 


تعتبر النقطة ر ذات 


الإحدائيتين (2:1) 


مستقيم يشمل النقطة د + 


يقطع كل من ( 0:6) و ( '(0) قي النقطتين ۸ و 
الترتيب ؛ حيث ترتيب النقطة يكون أكبر من 1 . 
نضع 0 القياس بالراديان للزاوية 6۸8 والذي 
يحتق >>0 . 

)١‏ أحسب يدلالة )+ فاصلة النقطة 4 ٠‏ ترتيب النقطة 
8 ء ثم مساحة المثلث 0۸8 . 

2) لتكن الدالة / المعرّفة على ]+;0[ ب : 


1 
)2+ اليه 


-(*) / . أدرس اتجاه تغيّر / . 
استتتج أن الدالة / تقبل قيمة حذية صغري يطلب تحديدها. 
3) استنتج مما سبق أصغر مساحة ممكنة للمثلث 0۸8. 
أرسم المستقيم (48) في هذه الحالة . 
11171 نضع كرة ذات نصف القطر ۸ داخل مخروط 

دوراني؛ قياس نصف الزاوية إلى رأسه هي © حيث 


.0<0<& 


نفرض أن الكرة والمخروط الدوراني متماسان . 

ونقبل أن حجمه 17 يحقق 
FR (l+sin0)‏ _ „ 
قد و 


` 3sin0(1-sin 0) 


الهدف من التمرين هو تعيين ارتفاع المخروط الدوازآني 

بحيث يكون حجمه أصغر ما يمكن . 

)١‏ برهن أن الارتفاع 1 والحجم /! للمخروط الدورائي 

اس ب 
3 


يحققان العلاقة : 


2) أدرس اتجاه تغير الدالة / المعرفة على ]0:1[ 4ء 


(lex) 
A0) êi) 
أله يوجد مخروط‎ ٠ استنتج من السؤال السابق‎ | )3 


دورائي له أصغر حجم ؛ ترمز ب ,6 إلى قياس نصف 
الزاوية إلى رأسه . حدد القيمة ,۷ لأصغر حجم . 


أحسب الارتفاع ,۸ للمخروط الدورائي الذي له 
ر 
[77[7] في الشكل لدينا منحن دي المعادلة = 


.#>0 


اليدف من التمرين هو تعتّين إن أمكن 


نقطة 1 بحيث 
تكون المسافة ۸۷1 أصغر ما يمكن 


) | برّر آنه إذا أخلت /11/, أصغر قيمة فإن * //1/ 


ب أحسب بدلالة » ٠‏ ( :د) 4 حيث 11/7 - () 4. 
آنه من أجل كل 0< + للد ريج 
1 
حيث / هي دالة كثير حدود من الدرجة الرايعة . 


دراسة الدالة f‏ . 


س تقيرات الدالة / على ]ده +:( 


أن المعادلة 0=( ) / تقبل حلا 


وحيدا © 
في المجال / 
ج) استتتج إشارة ( :) /, على المجال 1 . 


عيّنَ حصرا للعدد © تصف قطرء *10. 


4) استئتج مما سبق تغيرات الدالة 4 وأعط خلاصة . 

5) برّر أنه إذا كانت 36 أقرب من النقطة 4, فإن المستقيم 
( /103:) يكون عموديا قلى عماس المنحئي المعطى سايقًا 
في نقطته ۱1 

لل في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

١ )0 7: /‏ نسثبر النقط (2:0:0) 1 . 


)1:3:0( م زم C(1:‏ . 


1) مثل النقط ۰4 8 و > في المستوي (7: 
2) برهن أن المثلث ۸8€ تقايس أضلاع مركزه 0 
3) أ عيّن مجموعة النقط ۸ من الفضاء المتباعدة 
المسافتين لكل من النقطتين ۸ و 8 . 

ب عيّن مجموعة النقط ١‏ من الفضاء المتباعدة 
المسافتين لكل من النقطتين 8 و €. 

ج برهن أن مجموعة النقط ۶ من الفضاء المتباعدة 
المسافات لكل من النقط ۸ ٠‏ 8 و © هي حامل المحور 
.(o:#)‏ 

4) برهن أنه توجد نقطة وحيدة (1 راقمها موجب حيث 
يكون الرباعي ۸8٤02‏ منتظما وأحسب إحداثياتها . 
5) لتكن 1 نقطة كيفية من القطعة المستقيمة [ 7©] . 


تضع 467 = 6¥ مع [0:1] ع2 . 


ب - أدرس تغيرات الدالة / . 1 
ج - استنتج وضعية النقطة 1 التي من أجلها تكون ٠‏ 
الزاوية ۸018 أكبر ما يمكن . 

د ما هي القيمة لأكبر زاوية 21/8 ؟ 
|103 4) / الدالة المعرفة على ]0:1] ب 


ا ا 

1) هل الذالة / تقبل الاشتقاق عتد 0 . 

2) شكل جدول تقيرات الدالة / . 

3) نسمي © المنحئي الممثل للدالة / في معلم متعامد 
ومتجانس (0:1:7) . 

أكتب معادلة للمماس ”7 للمنحتي © عند النقطة ذات 
سه 4 


4) في نفس المعلم أرسم © ٠‏ ”7 ثم المتحني © نظير 
© بالتسبة إلى محور الفواصل . 


5) تضع ,نا © = "1 ولتكن ( ر: ) 4/ نقطة من 


المستوي . برهن أنّ "1 > 16 إا وفقط إذا كان 


7 


. (eissolde de Dioclès) 


١ )17‏ النقطة ذات الإحدائيتين (1:0) ٠‏ © الدائرة ذات 


القطر [/0] و 4 المماس للدائرة © عند النقطة / ٠‏ 


المستقيم الذي يشمل النقطة © ومعامل توجيهه العدد 


) والمستقيم ل 


M 0خ‎ 


ن إحداثيتي ' 11 نقطة تقاطع المنحتي ١‏ والمستقيم 
حيث ١*0‏ /1 

أحسب إحذاثيثي نقطة تقاطع المستقيمين 4 و 4 . 
آ نقطة ينقطة انطا 


1 1) المستقيم (' 114) يقطع محور التراتيب في . 


« NM 3/0 =NI .NO ېزم الاء‎ 


. OM ON =ON .OI -01* و‎ 
٠ NI? =OM XNO : أن‎ 


. Ol* =OM xON و‎ 
OM OM 
NM M'N OM 


OP «IN 


OP xOI 


2) لختار 2 


۶ وبالثالي يكون IN‏ 
كيف يمكن للمنحني اللبلابي ل ديوكلي أن يحل 
المشكل التالي : ليكن مكمّبا ذي الحرف ٠‏ , أنشئ حرفا 
د لمكعب حيث يكون حجمه ضعف حجم المكمب الأول . 


) م هي الدالة المعرتقة على [0:5] ب ؛ 


عمف cosx‏ عد زع) ق . 
أ أدرس تغيّرات الدالة بم وأنشئ جدول تغيّراتها . 
إشارة () م على [#:0] . 
2) لتكن الدالة / المعرفة على [©:0] ب ب 


nx 


بل 


-(2) / من أجل 0ع × و0(=1) /ر. 


3 
أدرس تغيّرات الدالة / على [0:5] . 
3) الهدف من السؤال هو دراسة قابلية الاشتقاق عند 0 
للدالة / . 


أ بين آنه من أجل كل عدد موجب × » 


. 021 sins ك‎ 


من أجل ذلك نعتبر الدالة ) المعرفة على ]+:0] ب : 
1 5 
=i —x +‏ )9(0 


أحسب المشتقات المتتابعة ( )0 ٠‏ (*)'0 و(٠)"‏ 


ب برهن أن الدالة / تقبل الاشتقاق عند 0 وأحسب 
(0' /» 
4) أنشئ المتحني © الممثل للدالة / في معم متعامد 
( 


أخذ وحدة الرسم 3671 ٠‏ 


)١ 5‏ م هي الدالة المعرقة ب : 


0)=0( ¢ و شوو ةد ge‏ ين لب #0 x‏ 
x‏ 


أ برهن أن ۾ تقيل الا 
ب © هو منحني الدالة # الممثل في معلم متعامد 
ومتجائس (7:7: 0) . تحقق من أنّ محور الفواصل هو 
مماس للمتحني © عند المبدأ 0 
2)- برهن ان 0-[ سام )بن من لجل عل 2 
ب © عدد حقيقي موجب تماما وصغير بقدر ما تريده. 
لماذا يوجد عدد غير منته.من الأعداد ل 5 
kr‏ 
المجال [0:6] ۰ مع ٤2‏ 4. 
3) هل صحيح أنّ مماس في نقطة ۸ للمنحني © لا 
يقطع © إلا في النقطة ۸ وهذا بجوار ۸ ٠‏ 


اختيار من 


7 في كل سؤال اقتراحات موضوعة يمكن أن تكون 
أكثر من جملة صحيحة؛ المطلوب اختيار الجمل الصحيحة 


)1( / 
+ ۰)0(=0 ۲ د 0=)( / 
3) أ - القيمة الحذية العظمى للدالة / هي 2 
ب 2(<0)/ 
- القيمة الحذية الصغرى للدالة / على » هي 0 
im (0 3‏ 0)50( روا 


ج هد رع) و 


د (ل) /=)( بي 


أصحيح أم خاطئن 


11117 / دالة قابلة للاشتقاق على ]--+:0[ حيث 
يعطى جدول تغيراتها ‏ 


0 1 40 


5 
E) + 0 5‏ 
N e‏ 
ميز بين الجمل الصحيحة والجمل الخاطئة مبرّرا ذلك. : 
)١‏ من أجل كل [0:1[ ع × › 1ک( ») / . 1 
2) المستقيم ذو المعادلة 0= : هو مماس لمنحني الدالة /. | 
3) إذا كان <١‏ »فلن 1>(ه) /. 
4) يكون مماس منحني الدالة / عند نقطته ذات الفاصلة | 
موازيا لحامل محور التراتیب . 4 


(x) (5‏ سلا 
[711] أذكر إن كانت الجملة صحيحة أم خاطئة مبرّرا ذلك 
1) الدالة / المعرفة على ]م +:0] ب جل )١(=«‏ / ا 
غير قابلة للاشتقاق عند 0. ١‏ 


sinx 
. انون‎ )2 
aE 


3) الدالة / المعرفة 5 
۸ -1 >( *) / متناقصة تماما على 1 . 

4) الدالة / المعرفة على ب 17م - ( يد) .f‏ 
[[] المطلوب التمييز بين الجمل الصحيحة والخاطئة 
مبررا ذلك. 


0 إذا کان 4ه -(2)" روب‎ )١ 


n 
إذا كانت / قابلة للاشتقاق على 1# فإن الدالة بر‎ )2 
المعرفة ب : (0«اها) / > (*) ب تقبل الاشتقاق على‎ 
fk 
. | تقبل ما لانهاية من الحلول على‎ ان١١‎ < ١ المعادلة‎ )3 
إذا كان 'ير=' / على مجال 1 فإن - زهي دل‎ )4 
. 1 ثابئة على المجال‎ 


ولدينا (دمها)' ')x(=/‏ ۾ 


الكفاءات المستهدفة 


ة النيبيرية. 


حل مشكلات بتوظيف الدوال الأسية» الدوال اللوغاريتمية. 


توظيف خواص الدالة 


علمية؛ اقتصادية و اجتماعية و يتم استعمالها لنمذجة الظواهر التي 
ح في الإحصاء من التعبير عن القوانين الأساسية. 


زمن فاعلية دواع 


حينما نحقن مريضا بمضاد حيوي فإن الكمية المحقونة 8, للدواء تتناقص مع مرور الزمن ‏ وفق الدالة ۴ حيث: 
f()=Ae™‏ 

1) ما كمية الدواء المتبقية قي الدم يعد مرور 8 ساعات ؟ 

أسياب صحية تعطى كل 8 ساعات حقنة واحدة. مثل بيانيا كمية الدواء قي دم المريض خلال 72 ساعة. 

3) تبدأ فاعلية الدواء حينما تبلغ كميته في الدم 2.2۸4 . متى تبلغ هذه الحالة ؟ 

4) عندما تبلغ الكمية 3.65/۸ يصبح الدواء خطرا على صحة المريض. هل الوتير: موود 


خطرا على المريض ؟ رمف 


إإبعد ابرح من العلاج تقرر 


اسرو و ص بعرم رمدو 


: تتم نمذجة العديد من الظواهر الفيزيائية و البيولوجية والاقتصادية و غيرها باستخدام دالة / متناسبة 

نة /. سوف نيتم هنا بدالة من هذا التو ع و هي دالة تساوي دالتها المشتقة. 

فرضية: نقبل أنه توجد دالة / معرفة و قابلة للاشتقاق على 1# و تحقق الشرطين التاليين؟ Fj‏ 
(D‏ ,ع" e‏ )2(2( أ 

ال طريقة أولر و باختيار خطوة 0.005 - / أنجز جدولا يتضمن القيم التقريبية ل( :) / من أجل ب 


] ثم أنشئ تمثيلا تقريبيا للدالة / . 


کے (ء)' إاجلى») /-(«+مء) لو بما ا 


/ (x, +h) =f (x,)(1+%) al f'=f 


(ہ>)' /-(,*×) /=(۸-,م») لو یما أن 


h(x)=f (x)/ (xx) 4R 

٠. )3( / استنتج أنه من أجل كل × من 1#ء 1- (+-) /(ع)‎ ٠ 

(4) /(x)#0 

نفرض أنه توجد دالة ثائية بم تحقق ۾ -”م وا=(0) ۾. بما أن الدالة / لا تنعدم على ۸ نعتبر الدالة # 
(x)‏ ¢ 
f (*)‏ 


برهن يالحلضا اه من لجل کل + 


+ (*)= 


بين أن 4 دالة ثايئة على 7# 

'ستنتج أنه من أجل كل × من ۰8 () /ر- (+) ه. 

(x+y) 
J (x 
4 )*( ثابتة على ۸8 و أنه من أجل كل ند من ۴ء (ر) /ر-‎ 

ن أجل كل ۲ من 8 و من أجل كل بر من ۰۴ (ر) /(») د (ر+ع) / (5) 


قيفي كيفي ثايت. نعتبر الدالة ¡ المعرفة على ۴ بب i)x)=‏ 


استنتج أنه من أجل كل :د من 2 و من أجل كل ار سع. لاك رد 7 )6( 


5) اليكن «١‏ عددا صحيحا تسبيا و لتكن زر الدالة المعرفة على 1# بب 


ه عين الدالة المشتقة للدالة ر . 


)( م‎ (nr)=[/ ()F -R 

الدالة الوحيدة / القابلة للاشتقاق على 8 بحيث /= ”/ و0(=1) / الدالة الأسية ( ۲040 

و ترمز إليها بالزمز” م95 te ٠‏ 
من أجل كل ند من ۰۴8 ( )مي - (ع) / 

.)7( >۰. )2( )( 


أنه من أجل كل :د من 


E 


باستعمال الترميز السابق كل ال 


ةو متزايدة تماما على 12 و لديناة 


lime’ =0‏ و صبح lim e‏ 
أن حسب مبرهنة القيم المتوسطة؛ من أجل كل عدد حقيقي / 
5 0[ يوجد عدد حقيقي وحيد 4 من 12 بحيث ط= “ع 


يوضع ( ]4-10 نكون بذلك قد عرفنا دالة جديدة 
تعريف: تسمى هذه الدالة اللوغاريتمية النيبيرية * و ترمز إليها بالرمز * 1 


ه أحسب الأعداد التالية: (1)هاء (ع)هك | ملو (62)هلء 


* عين قيمة مقربة إلى "10 للعدد (2) [١‏ 


1 
٠‏ بين أن (10)2- | - |10 ثم استنتج قيمة مقربة إلى “10 للعدد 


اععااءاا توت )اانا 


ماذا يمكن القول عن النقطتين («: :) 44 و ( +: ر)' 44 حيث +رء ر عددان حقيقيان. 
© عدد حقيقي و / عدد حقيقي موجب تماما.بين أن النقطة ( :0) 44 تنتمي إلى المتحني [ ©) إ1 


ا كانت النقطة (0: 8)' 14 تتتمي إلى المنحقي (/©) ٠‏ 


تئج بالنسية للمنحنيين (©) و (/©) ؟ 


ينحني (7©) في تفن المعلم (آ, 7؛ 0). 


إل من استخلاص النتائج التا 


حيدة / قابلة للاشتفاق على 8 


وات 


f (0)=lsf 


الحل الخاص للمعادلة التفاضلية ١ر‏ = ”ر التي تحقق 0(=1) «ر. 


باثرمز” × ' و تسميها الدالة الأسية ( النببيرية ٠)‏ 


أجل كل عدد حقيقي ندء ( ) مكث - ( <)'م«ء. 


أجل كل عددين حقيقين ٠×‏ و من أجل كل عدد صحيح نسبي / لديناً؟ 


2 عام (3) =exp(x)xexp(y)‏ (رجعامت. 
ex‏ )5( '[(عامت]- زعمامت. 
لعدد 1 بالدالة الأسية أي (1)م[«ع = ». تعطينا الحاسبة 2.718281828 ». 
«exp(n) =exp(n x1) = [exp E‏ 
عدد صحيح نسبي ۰1 "= (۸) × 
ل كل عدد حقيقي ند إلى ( :)0ه بب "ع 


els‏ * امع لانت 


تمرين محلول [: نعتبر الدالة ر المعرفة على 1# TET‏ 


طرائق و زمارين محلولة 


1.بين أن الدالة / افردية. 
/2 
بين تہ من لون کل ب من 8ج ر( / 
9 


م 


ME O ¢ 1 
“)دا ])*( راجا‎ 1Y (e+) +(e" -1) 26 +1) 1 
اله‎ (e +1) (e +1) 
2f (x) (e -1)(e" +1) (e 1 
1+[/ (*) *م)‎ +1) ) 
د ر‎ 
1 f(x) 


تمرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على 8 ب 


1.ببن أنه من أجل كل × من ١12‏ 2 - (×) +( -) /۔ فسر بيانيآ 


2:بين أنه من أجل كل جد من 1 - 


e e 21) 2-1 ميا قو او‎ 2(1 
00 eH), 2 1 144 سنن‎ TINT ١ 


+()م 


لدالة ر متناظر بالنسبة على النقطة (0:1) ١‏ 7 
1“ 


5 4" =e 
4 DD ra 


ل الدوال الأسية: “مجم × 
1. حلول المعادلة /47/-7/ 


/ الدالة المعرفة على ۳ بب *“»- ( >) ل 
شتقاق على 3# و لدينا من أجل كل × من ۰( ×) f‏ = )=( :)”تر كما أن1- =(0) /. 
/ تحقق )= '/ وا=(0) ل. 

اله على 1# بحيث 4# -“ م و1 > (0) م . نعتبر الدالة / المعرفة 


على R‏ ب -زع) 1 لدلة ۸ اق على 1 و لدينا من أجل كل × من ۸ » 


/ )( 
لماع‎ (*)-/ (e)8 (x) _ kg (x) -(ع)‎ 7 ) 


()/8. إذن / ثابتة على 1# مع 
f (x)‏ )(/[ 


من ۰8 1=( ۲) ۸. إنن من أجل كل × من #لء () > () ۾ . 


* لتكن / دالة غير معدومة و قابلة للاشتقاق على 3 بحيث: من أجل كل ,ده «رمن 8ء( ) /(*) /=(ر+ *) / 
باخد0= + و0)ع بر نحصل على [(0) /] > (0) / أي 0 - [(0) “ر-0(]1) ۶ أي 0(=0) / لو 0(=1) /. 
٠‏ 0= 0×(») /=(0) /رز) /=(0+ :) / >( :) / مما يعني 
ي 0(=1) f‏ 

×» ياشتقاق الطرفين باللسبة إلى‎ ./ )» + (=/ ) (/ ) ١ 
/(ء)' زمر +ءع)”/. من أجل 0= + لدينا: () /(0)*/>-(ر)'ل‎ ) ١٠١ 
7 بوضع (0)' /= ۸ يكون لدينا من أجل كل بر من ۴( بر) )= (بر)/ثر. إذن 6/7 ك7 و0(>1)‎ 

و مله حسب المبرهلة السابقة لدينا من أجل كل ١‏ من 8 “ام 16( ) /زة 

* عكسيا: لتكن / الدالة المعرفة على 8 بب )٠ (=٠‏ /. باستغمال الخواص الجبرية للدالة الأسية تحصل غلى: 
من أجل كل عددین حقيقيين × و ۰ (۷) /() أرب معز “ام 


إذا كانت / دالة معرفة على 12 بب '*06©- ( *) / فإنها قابلة للاشتقاق على 8 و لدينا من أجل كل عد 
حتفي د (ع) ۸=( ظمع) )= ")× €=( »)| و مته ]۸= '/. 


على 8 بحيث f‏ = “/ تعر لدلة م المعرفة على ب = ( ۾ 56 


f (x)e® Kf “لم‎ 


الدالة ۾ قا ۸ و لدينا من أجل كل × من ٠12‏ 0= م 
منه الدالة ۾ ثابتة على ٭. بوضع €=( ) ۽ من أجل كل + من 8 و بما أن (٠‏ *) م =( *) / يكون لديناً: 
3 ( / 
) لة-(+)' / تعتي (*) /2-(:)' زو منة ]۸= / مع 2= ). 


(١ (=٤‏ / حيث ©عدد حقيقي ثابت. 


92 


التمثيلات المقابلة هي 
TTT 99 39‏ لدوال / معرفة على 1# 
كمايلي: م0 -(») / 


705 
لبحث لذن عن الدالة / حيث = (») رمع م( ر دعاق ×= =( / 

يكرن لدينا “مع معز أي مس 6 و مه “كاوه مک( 
إأن الدالة الرحيدة / حيث 0“( *) /2--( :د)” / و التي يمر منمناها بيني من تة :۸)3 هي الدالةة. 


ل دراسة الدالة الأسية 
1. اتجاه تغير الدالة الأسية 


e“ >‏ يعني >4 و 
»>0 يعني 0> × و 1< “م ي 


* نعتبر الدالة / المعرفة على ]د +:0] بب :د- "*- ( ) /. من أجل كل × من ]م +:0]» 1- (=٠‏ )'/. 
من 0 » فإن 0< ( *)” / و منه / متزايدة تماما على ]+:0] و 0(=1) ثر. 


+= ند صا و مئه += e"‏ سنا . 


المنحلي ( )) الممق 


حور الفواصل كمستقيم مقارب لما يؤول × إلى ص-. 
»- إذن يقبل المنحني ( '0) عند النقطة ذات الفاضلة 0 مماسا 1+ ×= 'ز: (4). 


exp(0 6 2 :‏ )مث 
ن تعريف العدد المشتق لدینا: 1 = (۵) ہی ب (0) ۳× )2)0 زر يون ا 
۳ 2 


نتيجة: لفي الدالة ۲ جر بجوار 0 


1 , ep )0( =1 لديا‎ ٠ 


نتيجة: الدالة 1+1 جر ٠‏ لم 
آي من أجل :ر قريب من 0 لدينا. 


. لدينا 0= 110165 ومنه 1 سنا إنن 1د زع) / صا‎ ٠ 
تعلم أن » 11170 و مئه لدينا حالة عدم التعيير‎ 
9” اع‎ e" (1+e*) 
.lim/ (x) ہنا فإ‎ e =0 و بما أن‎ 0 lim lim 
e ا‎ ê1 e* (1-e) 


متتاقصة تماما على كل من المجالين ]0 


1 و مته 250- ×+ × تعني 2-> × أوا< × 


د تی 1< ای 0< + إن مرغ کر تراج ةا ا 5 
تعرين محلول2: نعتبر الدالة / المعرفة على ج 


عل 


1. عين نهايات الدالة ر عند أطراف مجموعة تعريقها. اد 
٠‏ 2. آدرس اتجاه تغير الدالة ار ثم شكل جدول تغيراتها. أرصم. 


OaSsali 


e‏ لنينا 2 = )1+ lim(e'‏ و 1)=0- “م) متا 
لعلم أن 1> "م يعتي 0 > × و |< “م يعتي 0< × 
و بالتالی = زع ) / سنا و ص4 ع (ع) / صلا . 


») ثلاث مستقيمات مقاربة معادلاتها. 


لين ]0 :سل | :0| أ 


و لدينا 0 (2)” “رو بالثالي فالدالة / 
(e -1)‏ 


]نزم 


ل دراسة الدالة )1هم»ء 
1. النهايات 

لدراسة نهاية دالة »ع نستعمل المبرهتة الخاصة بنهاية دالة مركبة. 

مثال: 


ع تعتبر الذالة / المعرفة على 8 بب ***7ع > (+) /. 
۰ 0 لنينا مص =(2+ ب) ذل و يما أن صما = “م ووال فان مد ع ونل أي + =(ء) وتا . 


-(2+ت) سنا و بما أن 0= “م ستل قان 0= e‏ ونا أي 0د زع) / نا . 


اتجاه التغيرات 


تعلم أن الدالة " ٠×‏ " متزايدة تماما على حسب المبرهنة الخاصة باتجاه تغير دالة مركبة يكون للدالتين 


» و “اهم نفس اتجاه التغيرات على المجال [. 


f (x 


المعرفة على ٩‏ بب 1- 


(x)= 
.[--:0[ فإن الدالة / متناقصة تماما على المجال‎ [- 
1 .]0:+ الدالة / متزليدة تماما على المجال ]مه‎ 


إا كانت الدالة »: قابلة للاشتفاق على / و علما ان الدالة * م×ه ” قابلة للاشتفاق على 18 فإن الدالة 
المركبة ×٠‏ قابلة للاشتقاق على / و بتطبيق قاعدة حساب مشتقة دالة مركبة يكون لدينا: 
مت أجل كل م من (expe) (x)= (e )x(exp) [u (x )]=17( )x<(exp)[ (+ )] ٠1‏ 
آي من أجل كل ع من ۰1"( )=( ۲) ( هم »م). 


مثال: 


> مشتقة الدالة /ر المعرفة على 8 ب "6= (جر) كر می لا( 7(2 
٠ه‏ مشتقة الدالة م المعرفة على “80 ب ” 


=( )۾ هي املد زعام 


« الدينادص+ = (3+ +2-) ہنا و بما أن +٥‏ = "م صل ف 


و بالتالي +=( ۲) / 


« لديناء م - (3+ ×2-) صا و يما أن 0 


و بالتالي € -(8) رصنا 


طرائق و يمارين محلولة 


تدرين محلول: نعتبر الدالة / المعرفة على 8 بب " "=(۲) / و ليكن (©) منحنيهاالبيني. 
1.أحسب ( )” / ثم استنتج اتجاه تغير الدالة /. 
2.عين نقط المنحني ( ©) التي يكون عندها المماس موازيا للمستقيم (4) ذو المعادلة 


1 
x‏ من ل “تم د (ع)' f‏ 


2 0<( ×)' / و منه الدالة / متزايدة تماما على 8 , 


2. يكون المماس عند نقطة من ( ©) فاصلتها :د موازيا للمستقيم (4) يعني <=(+)' / 
1 1 
يكون لديئا إذن - م- أي1 واهداايضي 2221501 أو 2-0 
3 3 
توجد نقطة وحيدة من ( ©) فاصلتها 3- > :: يكون المماس عندها موازيا للمستقيم (4). 


العلل اللع اح ع عات 


تعرين محلول3: المنحني المرسوم على الحاسبة هو للدالة / المعرفة على 8 ب '* 77'* - () /ر 
1 خمن عدد حلول المعادلة 2= (۲) /. 
2. اثبت صحة تخمينك معينا حصرا للحل سعته 107. 


() /رحاد. 


قابل و لدينا من أجل كل ند من € '" "0 "م(1+ *3)2-(<)'” / 
وبما أن 1(<0+*3)6 و 0< '*"*''م فإن 0< ()” / و منه الدالة / متزايدة تماما على 8 لينا 
)-١( >“ 0.5‏ / و 2.71“ »» (0) /. نلاحظ أن (0) /> 2 > (1-) /. إأن» حسب مبرهنة القيم 


المتوسطةء المعادلة 2 <( )١‏ / تقبل حلا وحيدا » محصورا بين 1- و0, تعطينا الحاسبة 0,10- > © >0,11-. 


آي 1-< > و منه مجموعة تعريف / هي ]مم4 !!-[. | 


و منه مجموعة تعريف بم هي ]--+:0[ ل|]0: 


1١|: )*1[-‏ ( على التوقي متراجحة من الشكل ب >|( )0|7 ٩‏ 


التوالي المتراجحة ). 


» نعين 7 مجموعة تعريف المعادلة ( 


.)4)&( >” تحل في 2 المعادلة ”6 - [ :) ؛؛ ( على التوالي المتراجحة‎ ٠ 


1 EES 
تاران مخلول3: حل المعادلة و المتراجحة التقيقية:‎ 
5 )sın(x) (2) n(r?-1)=n(x) )0( 
3 طريقة: لحل المعادلة [( >) «]ما- | (>) ]ما‎ 


1) نعين 1 مجموعة تعريف المعادلة ( على التوالي المتراجحة‎ ٠ 


.) :))( >0 )+[ تحل في 7 المعادلة (::) «=(»)» ( على التوالي المتراجحة‎ ٠ 


المعادلة معرفة من ١-*دو‏ 0< × ومنه ]مه +:1[ء .D‏ 
5ار 5 
1 د أي 1=0- × ١‏ . حلول المعادلة 0= |- × × هما 2 x 2 x=‏ 
5 |[ كلجا 
تلاحط ان۶ الاكتني إلى 19-.ى هذا مجنوعه فخلرل ر | 2 
2 مجموعة تعريف المتراجحة هي | 4 = (/. لدينا (2) تعني 0> -١‏ + - ')ء مجموعة حلول المتراجحة 
1 5 1-5 8 1 
10 »+ ميا حل فمجمو مة حاول المتراجحة (2)هي تقاطع مجموعة 


التعريف 2 مع فمجل | 1+۷5 5لا 


الحلا 5 
ن مجموعة الحلول هي 


إن من ]-> +:0[ . تضع (طه) =+ و نضع 108+ 2-184 و بالتالي: 
. إذن ۶= “م و مته 8 = أي طهاج مها - (هه)ها. 


“4 ومته 0= | معدم ما أي 0=) 2( =a 5 n(a)+n‏ | )ما 
يد a a‏ 


ET 
n) = ax) =ına+in( قما- مما | ل‎ «]0:+[ 
b I) b 


اد حقيقية موجبة تماما و هكذا يكون لدينا: 


=Ina, +Ina, يمساج.,+‎ +]0:+ 


و من أجل ذلك نسمي («) 7 الخاصية 4هل- ( "4)هاء 
من أجل 0= ١‏ لديئا: 0104 = 0= (1) 10 =( |١)‏ و بالتالي (2)0/ صحيحة. 
فرضية التراجع: نفرض صحة  )١(‏ من أجل « حيث 0< ۾ أي »ما =( “4)هاء 


الخاصية ابتداء من الرئبة 0: نبرهن صحة (1+ «) 8 أي »«ا(1+ ) - ['*"4) 10 . لدينا: 


In (a" xa) = In (a )+ Ina مع‎ Ina #صا+‎ * 1 


")ا و منه (1+ «) / صحيحة. 


ل عند طبيعي 1ء هما م =( *0)ماء 


) 


الحالة الثانية: 0 > 


mn Ina‏ ممارم)-» (>م)ما 


١‏ |=( نت فحت 


na = In| (a)‏ و aa‏ مما 


طريقة: الكتابة |١ 4 +1١۵‏ تفرض أن يكون 0 < 4 و 0 < ا بينما الكتابة ( ٠۲‏ 
و يعني هذا أله يمكن للعددين 4 و 7 أن يكوتا سالبين معا. 5 


تعزيقها هي ] ]عات 


4 (2+ »)(1- )1 أي 2(=4+ 1()۲- ۲) أي 6=0- بر+*ي. 3- و2 حلول هذه 


| 


إلى 7 و منه مجموعة الحلول هي [3:2-]= $ 


امم 


albAassanr 


2) تعني 5|04 (2+ »)(1- »)ها أي 6>0 ×+ ?»× BE‏ 2 9 


مجموع لاحلول هي [1:2[ = 3:2[02-] 


طريقة: لحل معادلة من الشكل 0- (+٤‏ )610+ [(:)4]1 مع 020 نضع 2101 × 


أنقوم بعد ذلك يحل المعادلة »+ ۵۸+ * اله ثم نستئتج قيم 6 في حال وجودها. 
حل: مجموعة تعريف المعادلة هي | [0:٠‏ = (/ 


بوضع :10> ١‏ نحصل على المعادلة 0= 6- +١‏ ×2 ذات الحلين 2- و 


2-= ها قەت "= ند و 3 ۲ تعني 7ت د و مله مجموعة الحلول هيإ 4ة 


ل دراسة الدالة اللوغاريتمية النيبيرية 
1. النهايات 


٠‏ ليكن ۸ عددا حقيقيا موجبا تماما الدالة ” 18 " متز 


ة تماما على المجال ]-» +:0[ و منه إذا كان × عددا 
حقيقيا يحقق 5< × فإن ۸< 101 و هكذا فإن المجال ]© +: ۸[ يشمل كل قيم .1 من أجل د كبير بالقدر 


و هذا يعني أن + = ندها 0نا . 


lim X = +o: 10 م عمد[ |مد‎ E DT 
ن أجل :د من 9 2 اله‎ 


من النتيجة (1) لديئا: + > ( ×١ا-)‏ 110 و هكذا فإن 


limin = Jim (-InX ( - 


2. الاستمرارية و الاشتقاقية 


٠‏ لتكن / الدالة المعرفة على | +:0[ب ""ء=(٠)‏ /. / هي مركب الدالة "1١‏ متبوعة بالدالة "م6" فهي 


+:0[ و لدينا ×( ×) 1=( :)” / و بما أن من أجل كل دمن [0+٥]‏ ×= "ام 


- (:)” / من جهة و 1=(»)'/ ( += () )من جهة ثنية. نستتتج هكذا أن = (۲)«. 


اانه بترا 


٠‏ الملحني (©) الممثل للدالة * 10" يقبل محور التراتيب كمستقيم مقارب. 
* لدينا 1 (1) ٠ا‏ و ١101-0‏ إذن يقبل المنحني ("©) عند النقطة ذات الفاصلة 1 مماسا 


0 1 
* من تعريف العدد المشتق لدينا 1 = (1) ٣‏ ے (1"")1 للك لابين | 
7 3 


انتيجة: الدالة :م جا هي أحسن تقريب تألفي للدالة (/ ۱١)1۰‏ جا / يجوار 0. 
أي من أجل / قريب من 0 لدينا: 


1. تعلم 


=e‏ 4ہو و منه ص =( ) ا لان + =( )ا ر + =( )ا 


لنينا [1-( ها)] × ہا =( ٭) / و يما أن + = عمل صا قان +=( ٭) / ہنا . 


2. يما أن الدالة * 1١‏ * قابلة للاشتقاق على ١]‏ +:0[ قإن الدالة / قابلة للاشتقاق على ]هه +:0| و لدينا من أجل | 


كل × من ]> +:0[ء (1- Û = 1 (anx‏ عرو 2 - )ر بما ن 0 × فإ إشارة(:.)» رهي من ]| 
3 1 


1 
نفس إشارة(1- 210). لدينا0 <1- ×21 تعني << ندها أي < × ومنه: 
1 17 
« من أجل كل :د من| 0:7 ')»١ (>0 ٠‏ / و بالتالي / متناقصة تماما على| 0;٠7‏ . 1 
١ 1‏ 0 
» من أجل كل × من أمه +: 2 |ء 0< (8)” / و بالتالي / متز مانا على |-+: 1 


|) 24|] 


اتمرين محلول2: تعتبر الدالة / المعرفة على ]- +:2-[ ب (2+ )ما > (8) 
البياني في معلم متعامد و متجانس [7, 7: 0) 


te 


الدالة / قابلة للاشتقاق على |د +:2-[ و لدينا د )(/ 


يكون المماس عند نقطة من( ,©) فاصلتها :د مول 


لد :(4) لا 


بكرن 1=( ۶)۲ أي 1= ومته | دمع 1(=0-) / 5 
2+ 

معادلة المماس عند النقطة(1:0-) ا هي 1+ ك ار ا 

.-2/ بالانسحاب الذي شعاعه‎ “1١ هو صورة منحني الدالة'‎ Ea} 


| ٍِ 
3 ملاحظة: 1=0عه] و 10-1عما 


۾ و ۵ عددان حقيقيان من | +:0[ . لدیتا: 


In(ab) مماجمما_‎ _ Ina 9 مما‎ 


-=loga+logb 


ab) = کا‎ 
ETO FIHIO i0 nio 


الة ' 10 " تبقى محققة من قبل الدالة * 108 " ومنه: 


و 8 هر 


+:0[ و من أجل كل عدد صحيح نسبي «رء 04ا =( "4) يوا 


[ حالة خاصة: من أجل كل عدد صجيح تسبي 711 


جعي 000-7731125 

اليرهآن:من أجل كل × من | +:0[ء ٠ gx‏ 
و يما أن 0< |١10‏ فإن للدالتين' ع0ا و" SE 1١‏ 5 
التغيرات.و بما أن الدالة' 10 * متزايدة تماما على ]مه +:0[ 3 


متزايدة تماما على ]مه +:0[ . 


يستنتج التمثيل البياني للدالة ' ع10 * انطلاقا من التمثيل البيائي 


نعتبر العدد الحقيقي :د بحيث 3.87107- × 


logIO' <logx < log10" لدينا "10> < 10 ومنه‎ 


نجد هكذا أن 8> و1 > 7 


لدالة اللوغاريتم العشري تطبيقات عديدة و هامة في مختلف المواد و بصفة خاصة في الفيزياء؛ الكيمياء و الجغرافيا. 


2. استنتج الحصر التالي: 1017 > > “1051 
3. حدد عدد الأرقام في الكتابة العشرية للعدد 7 


حل 

1. ندينا 10518103 -["*3) ع10. تعطي الحاسبة: قدرة ذاكرة الحاسبات لا 
5018 (3ع1051810) 8 تسمح باعتبار اعداد 

تج الحصر: 5019 > ”ع0ا > 5018 كبيرة جدا بقدر العدد 1ر. 


107)عه > مهما > ("'107)عما 


متزايدة تماما على المجال ]ه+:0[ فإن ”101 > ,ر > *10501. 


الكتابة العشرية للعدد :7 تتكون من 5019 رقما 
أ تمرين مخلول2: التركيز المولي ( المولارية ) بشوارد *1/ لمحلول و الذي نرمز إليه ب[ 77 هو عدذا 
مولات 7 11 في 1 لتر من هذا المحلول. نعبر غالبا عن هذا التركيز باس عشري سالب: "1077 -[ * //] إلا آنه 
| يفضل استعمال 1م المعرف بالعلاقة: 1 .pH =-log[H‏ 

1- ما قيمة 1م محلول يحتوي على 710166*-5<»10 من شوارد 77 في اللتر الواحد ؟ 

2 ما هو التركيز المولي بشوارد * 1/ لمحلول متعادل (7= ۸1م) ؟ 


]د من [*5»10]هما-- pH‏ أي pH =-[1og5+10g(10°)]‏ 


4م . نجد ھكذا: 7,3- 11م . 


CIlOaSsair:nei 


.[H?]=107 moles aia و‎ log [1° ]=-7 أي‎ log H يعني‎ )1 =7 


تمرين محلول3: حل المعادلة و المتراجحتين التالية: 
logx >3 (3) logx <-4 (2) log» =2 (1)‏ 


1 تكون المعادلة (1) معرفة من أجل كل × من ]م +:0[. 
2= ها تعني ( 60 - +عها أي 10= ند. إتن مجموعة الحلول هي: [102]- 5. 


00 


تكون المتراجحة (2) معرفة من أجل كل : مر 


> دیا ت 


[0:+ )ها > + عدا و يما أن الدالة * ها " متزايدة تماما على المجال ]ص‎ 0 ١ 


فإن؟:510::د: إذن مجمعة الحلول هئ 4:1 


كنا $ 


3. تكون المتراجحة (3) معرفة 


أجل كل + من | 0:4[ 1 
3< :يما تعن ('10)10< يردا و بما أن الدالة * ع0ا * متزايدة تماما على المجال ]مت +:0[ فإن 210 ×. 
إذن مجموعة الحلول هي: +: [ı0‏ -5. 


ل دراسة الدالة ر٥٣1‏ 
1. النهايات , 


10 نستعمل المبرهنة الخاصة بتهاية دالة مركبة. 


مثال: نعتبر الدالة / المعرقة على ]-ه+:2[ بب (2- )اع (*) ثر. 


« لنينا 2(=0- )ةا و بما آن = × اها فإن م -(2 


»)ماجسنا أي -.د زع) lim/‏ 


2- ) هذا و بما أن +٥‏ = لها صتا قإن مم4 = 


2- )ما lim‏ أي صدد )+( / lim‏ 


2. اتجاه التغم 


لاشتقاق و موجبة تماما على / و علما ان الدالة * 1 “ قابلة للاشتقاق على ]م +:0[ 
للاشتقاق على / و بتطبيق قاعدة حساب مشتقة دالة مركبة يكون لديناء 


1 1 5 5 
نن آجل كل »د من زء. LA res‏ [ل)»] زم)»«دزع) سعرع) لمم 


. 8 0 
اي من أجل كل : من 1 )00 » 
(ne) (=r)‏ 


2x +1 
x +x +1 


* مشتفة الدالة / المعرفة على بب (1+ 34:6 )10> () / هي 


عسل 


* مشتفة الدالة ب المعرفة على ۳ بب (1+ *6) 10 -() # هي د( 


limin (x? فإن 2 ماح (ا+‎ [im In X =1 2 لدينا من جهة:2 - [1+ * )ونا و بما أن‎ ٠ 
N اين‎ 1 


limin (x? =1) = فإن‎ lim In X =e و يما ن‎ lim(x? =1) =0 : 
0 » 0 


im [n(x +1)-n(x?-1)]=‏ أي + =(۲) رولا 


. لديئا إن حالة عدم التعيين. 


m و صد-(]-*م)‎ lim (x? +1)=+ ه.‎ 


1+ 1+ 
من لبق كل × من ]د +:ا[ء | ب |ہما=(ء) ر بان ۳ اجر و علما أن 0= كرما يمنا 
AT‏ رد عر لد 


ع أن 0= ےہا نا أي 0دزع) / صا . 


تمرين محلول2: تعتبر الدالة / المعرفة على 


لصب (:) 20 
2. عين معادلة ل (4) مماس المنحني ( ©) اله 


f )*( 


122211 2 


f )‏ د 7-(1)”ر. نينا (1) /+(1- »)(1) رك «:(4) و منه 6- »7= «:(4). 


)0ه 


استنتج جدول تغيرات ادال / المعرفة على ]+ 
(=e‏ 


إل تغيرات الدالة ‏ أنه من أجل كل :د من ]م +:3-]؛ 0<(  )*‏ و منه فالدالة » موجبة تماما 
]» إذن للدالتين ١ا‏ و 100 - / نفس مجموعة التعريف. نعلم بالإضافة إلى ذلك أن لهما نفس 
3 =| )3( | =)3-( /, 1= عماء | () س#]ماء () <f‏ 


1 3 imu(s) 
د‎ ise 
2 


im In [1 (+ )]= + فك‎ 


م جزير حيث ۸<0 


عدد حقيقي موجب تماما 2 , تعتبر الدوال ر المعرقة على المجال ۸ كما يلي: 
fı(*)=e‏ 


المنحنيات الممثلة لندوال ‏ ر في معلم متعامد و متجاض (/. /: 0©)- 


كارل فربديريك غوص 
7 م -ككقام 


عدد حقيقي د: 7+( +) ه=( ٣)»‏ / حيث 4 و ( عددان حقيقيان مع 47+0. 


لاحظة: العديد من المسائل في العلوم التجريبية؛ الاقتصادء الكهرباء و الميكانيك تؤدي إلى دراسة هذا النوع من 


dy 
= = المعادلات التفاضلية و التي غالبا ما نكتبها على الشكل: ط + ره‎ 


dx 
4+0 المعادلة التفاضلية ره= ر مع‎ .1 
ميرهنة: 4 عدد حقيقي غير معدوم.‎ 
اضلية ره = ”ر هي الدوال “06 ++ × حيث © عدد حقيقي ثابت كيفي.‎ 


ر حيث 4*0 
)١(=‏ / حيث © عدد حقيقي هي حل للمعادلة التفاضلية (:48). 
n(x)=e‏ 


١ )£( التفاضلية:‎ 


نر هي الدوال - ٥6۳‏ جز × حیث © عدد حتيقي تات كيل 
a‏ 


+ ره = ٣ر‏ حيث 4۶0 
2 )=( ») / حيث © عدد حقيقي كيفي هي حل للمعادلة ('5). 
a‏ 


(e )=4 نفرض أن الدالة م حل للمعادلة التفاضلية ('£). لتكن :/ الدالة المعرفة على ۴ ب طبرم‎ ٠ 


أثبت أنه من أجل كل عدد حقيقي ندء ( ×) اله - ( ) /11. 
استنتج من مبرهنة الجزء! عبارة ( *) / و من ثم عبارة(») #. 


ر 


تطبيق: حل في المعادلة التفاضلية: 
٠): 90‏ المعادلة التفاضلية + لر = “نز مع 0 4 تقبل حلا وحيدا . 
ممرفة على 8 و تحقق الشرط: ور =(م») ثر. 


اصيية: من أجل كل ثناتية أعداد حقيقية 


b 
Yo 
a 


البرهان: إذا كانت Ce“‏ (*) بنك | 
تطبيق: نعتبر المعادلة التفاضلية (1) 1= لر+ ر2 

1. حل المعادلة (1) . 

2. عين الحل / للمعادلة (1) بحيث 1(=2-) /. 
3. أدرس تغيرات الدالة / ثم أرسم في معلم متعامد و متجانس تمثيلها البياني. 


اسة الدالة بن 8 


٠ه‏ بين أن الدالة © دالة زوجية. 
٠‏ أدرس نهاية الدالة 67 عند + . 
٠ه‏ أدرس اتجاه تغير الدالة ۸ء على المجال ]< +;0] .شكل دول تغيراتها. 


2. دراسة الدالة /: 


٠.‏ ة 57 دالة فردية. 
٠.‏ 5/7 عند + , 
5 تغير الدالة ١/١‏ على المجال ]ده +:0] .شكل جدول تغيراتها. 


3. التمثيلات البيانية 


في معلم متعامد و متجانس ( /.. /: ٠)0‏ ( ,©) و ( ,©) التمثيلين البيانيين للدالتين © و / على 


.)6,( s(C. 


(x )=sh (x)‏ جرم 


/ر عند +٥‏ . ما ذا تستئتج ؟ 


» بين أنه من أجل كل عددين حقيقيين © و / لديناة 
=ch (a)ch (b ) + sh (a)sh (b)‏ زمجم) كنك 
(B‏ شه( sh (a +b) = sh (a)ch (J‏ 


استنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي 0 لديناة 

sh(24) = 2sh (a)ch (a) , ch(24)=ch?(a)+ (a) 
بين أنه من أجل كل عدد حقيقي ۾ لدينا: ۱= (4) ۸1 (4) ۸ء‎ © 
رن‎ )24( > 20/7 )4( -١ بين أنه من أجل كل عدد حقيقي ۾ لدينا:‎ * 
بين أنه من أجل كل عدد حقيقي ت لدينا: 1+ (4) :251 = (24) ا‎ » 


التمثيل البياني لدوال مرفقة بالدالة اللوغاريتمية النيبيرية 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجائس. 
!. بالنسبة لكل دالة من الدوال التالية اشرح كيق يتم الحصول على منحنييها البياني ( ©) انطلاقا من التمثيل 
البياني (17) للدالة اللوغاريتمية التيبيرية ثم أرسم ( ©)- 
(x)=1+lnz )‏ / ب( دما د (ع) ¢ 
h(x)=ln(x +2) (>‏ د) )1- k(x)=1+ln(x‏ 
2. تعتبر الدالتين م و # المعرفتين على "۸ كما يلي: 
(اعامدرمم ‏ م [إعا)سمدرع)س 


نرمز إلى منحنييهما البيائيين على التوالي بد (م©) و( ©)- 


٠ه‏ بين أن المنحني [م ©) بالنسبة إلى محور التراتيب ثم أرسمه. 
٠ه‏ أرسم المنحني [ ي"©) انطلاقا من المنحني (ي€). 
قرا دالة تتضمن عبارتها اللوخاريت النيبيري 


ال إده+:0[ كما 


دما 0 
x‏ 
نيكن ( ©) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجاتس ( ل. 0:1). 


+:0[ حلا وحيدا © . تحقق أن 2 > © >1. 


حصرا للعدد © سعته [0,0. 


(4) و أكتبها على الشكل: 8+ ننه> بر. 


تجاه تغير الدالة » المعرفة على ]> +:0[ بب (ط+ له) -(+) /- (+) 8. 


نج وضعية المنحني ( *)) بالنسبة إلى المماس (4). 


سم المماس (4) و المتحتي ( ©). 


تمرين : بكالوريا 
1. ۶ و ۽ دالتان معرفتان على ]مم+:0] كما يلي: 


: 1 3 s()=n(+)-x+, f(*)=ln(1+x)-x 
Sa, SS, 1.ادرس تغيرات كل / و ۾ على ]+ :0]. باستعمال الجزء 1 » بين أن:‎ 
احسب رك و ,7 يدلالة م تع ,5 1ال و ,7 لافار‎ 4 

5. ١د‏ بين أن المتتالية ( ,4) متزايدة تماما. 
ب- استتتج أن ( ,14) متقاربة ‏ لتكن £ نهايتها. 


2.استنتج أنه من أجل كل 0 < ×: :دك (10)1+7ك 


1]. نريد دراسة المتتالية [,»1) للأعداد الحقيقية المعرقة 


5 1 
عابني 2= د( جل +1 ).ات بل ج نقبل النتيجة التالية؛ ' إذا كانت متقاليتان ( ٠,‏ ا 
1. برهن بانتراجع أن0< ,× من أجل كل عدد طبيعي1<1 | و ( ,19) متفاربتان حيث ,16> ,۷ من أجل كل عدد طبيعي. 
2. برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 1< 4/0 فإن: lim w,‏ . 


لجا )مله +[ دجا أدج 


3 


جل )ماك mu,‏ 


> (3)'/ء الدالة /متناقصة على ]ص +:0] و 0(=0) /رء 


و مله “زسالبة ٠من‏ جهة أخرى = (:8')5 ٠‏ إئن الدالة م متزايدة 
على |+:0] و 0= (0) ۾ ؛ ومنه ۽ موجبة 


2. من سالبة نستنتج أن × > (+18)1 و من م موجبة تستنتج أن: 


<n(1+) 


بجمع هذه المتباينات طرفا إلى طرف نحصل على ,5 > ,۸11ا > S,-31,‏ 


: أني ١‏ < لک و مته (,/1)متزايدة تماما 
7 0 


+* وك ,1801 و مله 06> » و لكن ,» محدودة من الأعلى ب 1بالتالي © > ,/1 
إذن (,) متقاربة و تتفارب لحو نهاية € 
اج £ موجب و ذلا lim Inu, = Jim‏ 


4 1 4 
سک ايک‎ (|S srs, 


تمرين: 


8 )×( > )1-(»* -1 تعتبر الدالة بم المعرقة على ]1:--[كما يلي:‎ .١ 
3 أ- درس اتجاه تغير الدالة م و شكل جدول تغيراتها (لا يطلب حساب النهايات).‎ 


إشارة(×) ۾ و بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × علوم 


2. نعتبر الدالة ‏ المعرفة على ]1:--[كما يلي: (:د-1) 10+ ' 
0 


صم و عندا . 


:1] اشرح لماذا الدالة /رمعرفة على‎ -١ 
الدالة‎ 
ادرس تغيرات الدالة /. ( يمكن استعمال نتائج السؤال1)‎ 

- ارسم بدقة المنحني (©) الممثل للدالة /, في معلم متعامد ومتجانس. 


ا12١١.‏ ”كنا 


! .أ- طبق عملية مشتق جداء دالتين. 

اب- لمعرفة إشارة () 4 ليس من الضروري حساب نهايات بم عند م- و عنداء 
و لا تنس تحديد القيم الحدية للدالة ۾ . 

2. أ- الدالة 10 معرفة على ] مه +:0[. 

3 ج - إشارة()' / تتعلق بإشارة (د) بم على ]ا[ . 


ارسم المستقيمات المقاربة في حالة وجودها و أبرز القيم الحدية . 


(-)(e-#)=0 ( 
(ee 


117 كل حالة من الحالات التاليةء عين الدالة الوحيدة /ر 


2 حت زر القابلة للاشتفاق على ۸ حيث: 
م كد رار 1 رقعكير و 0)=1(/ 
e‏ 2 و ازمر 


)0( / 
[] /دالة قابلة للاشتقاق على ۸ حيث: 
f=‏ و 4د(م)ر 
مع ۸ و عددان حقيقيان و0 م 
كن لدالة ب المعرفة ب[ = م 


و 


ل بين من أجل كل عدد حقيقي × ما يلي: 
1- 2 


تحقق أن 4 >'م و ١>-(0)م‏ 

أنه من أجل كل عدد حقيقي ند ()م»6 4= (۸)/ 
|13| في كل حالة من الحالات التالية: عين الدالة الوحيدة 

/ القابلة للاشتقاق على 12 حيث: 

ا رمد و 1-=)0(/ 

2 رمدم و )ر 

لتر و 2<زمار 

9 [[] /ردالة قابلة للاشتقاق على ۸ حيث: 

e =e" (2 a ak‏ عار و 0(>1)ر. 


ا بتطبيق طريقة أولر أنجز جدولا يتضمن القيم التقر 
EE‏ 5 ل( *) / من أجل × ينتمي إلى [0:2] ثم أنشئ تمثيلا 


تقريبيا للدالة / باختيار خطوة / حيث: 


5 حل في 34 


h=0.1 (2 < h=0.2 (|‏ 
1 عدت > ن ہے ا ردق معرفة ی8 و هين ی ونا اا 
اج اده كل عددين حقيقيين × ول (ر) /×(×) /=( + ع) / 
ا 5 ١١‏ بين أن /)0(->١‏ 
EG (1‏ ل ak‏ 


ب- بين أنه من أجل كل عدد حقيقي ×+ : 
/J(*)</(-x)=1‏ 
أنه من أجل كل عدد حقيقي ٠×‏ 


e>) 


ب- استنتج لدالة /. 

|16 /دالة معرفة على 1# حيث من أجل كل عددين 
f (x +y)=/ (x)xf (9) iysx‏ 

1. أ- من أجل كل عدد حقيقي × »عبر عن (25) / ٠‏ 


(3) نر زعه) / بدلاثة () / 
ب- من أجل كل عدد حقيقي × »و من أجل كل عدد طبيعي 


. / ة (حم) / بدلالة(×)‎ «n> 


تقل هذه النتيجة فيما يلي: 


2.نضع (1)/ = ۸ .بين أنه أجل كل عدد طبيعي 1< /: 
|1[ 


/ =k (o دزمار.‎ ) 


nN EEE‏ ور ء.. 


/(x)=2e™ م‎ /)( - >“) 
/(x)=x+e™ (4 f(x)=e' +e ) 
/ (x) =1 + +e يل تردالة معرفة على ب‎ 

کی اة 
يلم / دالة معرفة على 2 ب"م- (x)=‏ / 


1.ادرس نهاية الدالة ر علد مه 
2. أ- تحقق أله من أجل كل عدد حفيقي × 


اكات 


7/002 


* في الثمارين من 20 إلى 23 ادرس نهاية الدالة ر عند 


٥‏ حیث ۾ يمثل 0 أو م أو مما 


علد - و عند ا 


0 


21 ا 0-2)/ عد 0 


EE Oe. /)9=)*-1( رلته‎ 


(- =0 عند مم و عند 46 


( يمكنك وضع = ×) 


ل دالة معرفة على :جا ب کے وبر 
.١‏ اكتب ()/ على الشكل (:) ويا" - (×) /. 
2.استنتج نهاية الدالة /عند0. 

5 “ردالة معرفة على :8 ب 5م - (2)/ 
ادرس نهايات الدالة / عند حدود مجموعة تعريفها 


e+ 


/دالة معرفة على 8 ب +=( / 
.١‏ احسب (٭) / اا و lim / (x)‏ 

2. بين أن المستقيم الذي معادلته 1-:: = ل مقارب لمنحلي 
3بين أن الدالة /ر فردية. 


4 استنتج (٭) تر نا و (×)/ صقا . 

ب- استنتج أن منحني الدالة /. يقبل مستقيما مقاربا مأئلا 
عند مه يطلب تعيين معادلة له. 

3 
1. بين أن المستقيم 1 الذي معادلئه 2+1 = ر مقارب 
للمنحني (©) الممثل للدالة / عند مدب . 

2. ادرس وضعية المنحني (©) بالنسبة إلى2/ ٠‏ 

/ردالة معرفة على 1# ب *2-ع2+3 ++- - () [ 
بين أن المنحني الممثل للدالة ر يقبل مستقيما مقاربا 
عند +٥٥‏ يطلب تعيين معادلة له. 

* في التمارين من 29 إلى 36 ٠‏ احسب الدالة المشتقة "ل 


دالة معرفة على 12 ب “67 -1++2 - () ر 


. / للدالة /رعلى المجال‎ 
1=R (=e 
1=R < /(x)=(2x-3)e' 
1=R 


r xs1)e'‏ ا 


٠ f(x)=(1+cosx)e 
‘f (*)=(e'-1)(e + 
f ' احسب الدالة المشتقة‎ ٠ 39 في التمارين من 37 إلى‎ ٠ 


(==) 6 (=e ) 
۶) = م‎ 5 


a ا‎ (5 


ة منحنيات في مغلم متعامد 


ارقق يكل دالة من الدوال التاليةء تمثيلها البيائي: . 
gire fixe‏ 
hixtl-e"‏ ا kixtl+2e"‏ 
/ دالة معرفة على 8 ب "م +1 ++ - ()/ 
1.ادرس تغيرات الدالة / . 
2.ادرس نهاية الدالة ر عتد «»- وعند 0+ . 
3.شكل جدول تغيرات الدالة / . 
4.أنشئ في معلم متعامد التمثيل البياني للدالة / . 
8 / دالة معرفة على ]-+:0] كما يلي: 
1 1 
عحاجعج-(2) 7 
1.- ادرس تغيرات الدالة ل . 
ب- ادرس نهاية الدالة / عند «م+. 
2. أ- بين أن المنحني (©) الممثل للدالة /رفي معلم يقبل 
مستقيما مقاربا / عند +٠٥‏ يطلب تعيين معادلة له. 
ب- ادرس وضعية المحني (©) بالنسبة للمستقيم 2 . 
3.أرسم المستقيم 2 و المحني (©). 
3 
5 “ردالة معرفة على 8 ب دمر 


e 


“1-36 
سے 1)8 
2.عين نهاية الدالة ر عندهه- و عند + . 

3. احسب (×)' ”رو ادرس إشارتها. 
4. شكل جدول تغيرات الدالة / على 1# 
4+3 

دالة معرفة على ٩‏ ب 
ماسر عو 0 

و (©) المنحني الممثل لها في معلم 
1.لماذا المستقيمان 4 و( اللذان معادلتاهما على الترتيب 
ددر و 2= ر ماربا للمتحتي (6) ۲ 
2- احسب (۲)' / من أجل كل عدد حقيقي × . 
ب-لدرس تغیرات | 
ج- ارسم ۸ ۰ و (€). 


1.بین أنه من أجل كل ۸ ×٤‏ 


/(*)= 


5) ارسم 7و (©)- 
[5] إليك نص تمرين و الحل المقترح من قبل تلميذ. 


دالة معرقة على |+:1-[ ب 


و (©) المنحتي الممثل لها قي معلم متعامد. أعد صياغة هذا الحل آخذا بعين الاعتبار ملاحظات 
(انظر الشكل المقابل). ‏ (ر(١)‏ امجح 
1. ۾ عدد حقيقي من التمرين: / دالة معرفة على 1# ب *26- “2م (::) / 


]مم+:1-[ .اكتب معادلة 


1. ادرس نهاية الدالة / عند - و عند دم+ه. 

المماس 7 للمئحتي 3 1 2. أ- ادرس تغيرات الدالة / . 

(©) عند النقطة التي فاصلتها ». ب- شكل جدول تغيرات الدالة / . 

بن أنه توجد قيمتين ل 4 يحيث يكون المماس ,7 1.3 معلم متعامد ومتجانس منحني الدالة / . 
ارسم في متحتي 


| الحل المقترح: ڕ) ى د( ؟‎ a 
ة معرفة على ۴ ب‎ 


2C | 0‏ 
عسل هزه الج 


e‏ اذز + =( £ سا 
cE‏ ا 
2) ؟- من احل كل امن ۱8 


الملحي الممثل للدالة / يقبل مستقيما مقاريا 


4بين أن المعادلة 0= (1) /. تقبل حلا واحدا © حيث 


0-< به > 0,45- 


1 
ن أن النقطة| :0 |4 مركز تناظر للمنحني (©). 
1 


3) عين معادلة المماس 7 للمنحني(©) عند النقطة ۸ . / و م دالتان معرفتان على [0:5] كما يلي: 


/(x)=esins‏ و “د زعام 
.١‏ في الشكل الموالي و باستعمال راسم منحنيات مثلنا 
لدت إن المتحنيين البيائيين للدالتين / و ٠#‏ 
1 50 
alte)‏ 


4) لتكن الدالة بم المعرفة على ۳ كما يلي 


) 1 5 ) 
f‏ لجع دعوم 
1 


أ) بين أله من آجل كل ۸ © : 
ب) شكل جدول تغيرات الدالة ‏ 
ج) استنتج إشارة بم على . 

د) استنتج الوضعية النسبية للمنحني (")) و المستفيم 7 . 


٠‏ في التمارين من52 إلى 56 عين مجموعة تعريف 
الدالة / للمتغير الحقيقي 6ه 
J :xlIn(x+1) (1‏ 

2( (2+3)ماجاء: / 

f:x2ln(# +1) )3 


.f:xpl|x| (4 


لدم 
fxn | (1‏ 
)د 


/:xbln(-4) (2 
/:xln(x+1)=In(x-2) )3 
. fxn +2x-3) (4 
دما‎ 


ما جرم رة 2) عادر 
x‏ 


4 جاجد مر‎ 
x-1 ( Inx 


: f :xe (n>) (1 8 


asf :xmk-nx 


f :x nx 2 
+1 
-1 
7 3 
جرد 21 جر‎ 1 
ST E E 


nya? =1 و‎ 
6 
3 


5 هل الدالتان أ و م المعرفتان على ]هه +:0[ ي: 
: 

£(x)=ln(s+ nx‏ و[ خا )هد رماع 
9 

لبي حل في © المعادلاث التالية: 

nas .nx=2 ) 

ع) 2= Tnx‏ د) محتملحيها 

ع حل في + المعادلات الثالية: 

1( (فجم)ماء ردص )مريع اعزيه 


ب) 3 


د 


fxn 


.f:xeln 


جرد ثر 4( إند إما زاجم fxn]‏ 


slnjl-x|=ln3 )‏ 14 
لي نعتبر كثير الحدود / للمتغير ال یث: 
مجلا 3+ P(x)=-2‏ 

) تحقق من أن (»-2()3+)(1-×2)(=)2 
2) حل قي 8 المعادلة ۶)×(=0 

3) استنتج مجموعة حلول المعادلة : 

-2(Ina) (دما)ة+‎ +11nx-6 =0 

4 6=0- 11+ "30+ تج 

لزنا حل قي 8 المتراجحات التالية: 

sn 2x >-1 (2 slnx <I (1 
2+3(>5)ماء 4( 2ك )ما‎ (3 
' xinx-lnx>0. (6 + (ل-2)مادعدما‎ )5 
ERE FF .خ2‎ 5 

آآن] اكتب على أبسط شكل ممكن الأعداد التالية: 

)١‏ 7ملدجلماة 


6 معدن 
3 2 
4( (0,01) ماع (10000)ملء 


6 اء م اي ١‏ 


٠‏ مادم ماع 


=In2+In(8e)-In (4e?) ٠ 


٠.‏ [ ]نم )دم 

e e 
اكتب الأعداد التالية على شكل ×م|:‎ 
A=31n2-ns+ ns . 
B=2ln(0,1)-31n(0,01)+In2 ٠ 

0 
€ =21n(100)- . 

n (100) "(5)‏ 
اكتب الأعداد الثالية على شكل 86[ 
» عملت جمما-مماعم 


31 B= مما‎ mnn . 


. (فجم) ماك دوم - زلجه) ملد6 
4 اكتب على شكل مجموع أو فرق ما يلي + 

B (2500000)ماع‎ « A=In(1400) ٠ 
حل قي 8 المعادلات التالية:‎ 

2In(x-3)=In4 (1 


Inx+ln(x-1)=In2+In3 (2 
2lnx=In(x+4)+In(2x) (3 
2lnx=ln(x+4)+1n (2x) (4 


Inx+In(4-x)=In(2x-1)+In3 (5 


In(x+1)=-1+In(x-1) (6‏ 
[] حل في + المتراجحات التالية: 

In(x-1)-In3>In2-In(x+4) ) 

n(x? -2:[ ما<‎ (4x-5 

nx+ln(x+1) > ln (x 0 
زدة-كة)ما‎ > 31n 2+ n(x) (4 
10:+ ة العبارات الجبرية الثالية على ]د‎ 69 
(Inx+1)(Inx=1) (2 In x= ln3 ( 
2xln(1-x) (4 In x(lnx=1) (3 


In(x+1) (5‏ - 
hm‏ 
لل نعتبر كثير الحدود م للمتغير الحقيقي ۲ حيث: 


x 25 +14 


)م 
) حل المعادلة 0>-()م 

(Inxs) -25(na) +44 =0 ) 
[In(inx)]' =25[n(n x) +144 50 ب)‎ 


نعتير كثير الحدود 4۸-3 - 4:7 =(»۸)/ 


۳ )۸( عين جذور‎ )١ 


2) استلتج حل 


ادلتين الثاليتين: 


(nx) معقدمماف-‎ (i 
In(4,-3) = n(x +3) ب)‎ 


تعتبر كثير الحدود رللمتغير الحقيقي "د حيثة 
1م 22د( )م 
1) عین جتور (×) ل 
2( أ-حلل 2(lnx) -Inx-1‏ 
ب- استنتج مجموعة الحلول في 12 للمتراجحة 
-Inx-1<0‏ زدم)2 
3) حل قي 8 المتراجحة 0< (1-::2) 18+10 
حل قي 8 الجمل التالية: 


0+[ ر 
lInx+ln y = In 1000‏ “ 


(1 


«4 |] + =9 6 
[Inx+Iny=In6O 
rE 


. حل في # المعادلة ذات المجهول / التالية: 


In|2x+1|+In|x=1|=1n2 .2 

)76 عين أصغر عدد طبيعي ١‏ في الحالات التالية: 
(i‏ 0,02> || 1 ا ب) 50.01 "0.8 
ج) 1040 > ")1.2( د( 30000 > ")21000(1+0,035 


»م 


ابتداء من أية رتبة تكون حدود المتتاا 


- 1١۸ /دالة معرفة على ]0,4[ ب‎ Hm, 


ادرس نهايات الدالة / عند 0 و علد +. 
727 / دالة معرفة على [١:٠‏ ن ]ا:0[ كما يلي: 


(= 


دما 


1 3 
ة هندسية حدها الأول 2 = و4 سا2 


أكبر من 10 ۴ 


ادرس نهايات الدالة /رعند حدود مجموعة التعريف. 
ليا /ردالة معرقة على ]صم+:0[كما يلى: 

/(*%)=2(nx) -Inx-3 
.0 غند‎ f .درس تهاية الدالة‎ 1 
> f )×( 2.من اجل 1< × ضع ده[ كعامل مشترك في‎ 
ثم عين نهاية الدالة ر عند ص4‎ 
*_في التمريئين 81 و 82 احسب النهايات المطلوبة‎ 


lim ب) ع مازلجع)‎ + lim 2x+lnx (Î 


x+5-lnx ) + lim 3-2lnx ع)‎ 
0ب‎ ae 5 
lim 


lim (7 -x)in(-x)* lim (3-x)lnx ê 
l+lnx 
0 /[دالة معرقة على ]هج+[ يده‎ 
1-Inx 
1 57 
بين انه من أجل كل م < .كنل (ير)/‎ 
-1 
nx 


2, عين () / im‏ 
ردالة معرفة على ]--+:2[كما يلي: 
الاعى )ماما )م 


الدالة /رمعرفة من أجل كل 2 < بد؟ 


3 In(1+ 2x) 
ا ا‎ 
1 5 


جاه 
n 1+‏ 
n(Natl 2/‏ 
EGE i‏ 

r 5‏ إن 


5 التكن الدالة /رالمعرفة على ۴ بء 
(vî +1)‏ 
1 


: 20 


/(0)=0 


بين أن الدالة / غير قابلة للاشتقاق . 

» في التمرينين 87 و 88 حدد مجموع 

و مجموعة قابلية الاشتقاق ثم احسب 

للدوال / المعطاة: 

(=2 -n()* عمد ور‎ 
(=+ f(x)==x+ln2+lnx e 


(= AOE 2e 


f(*) 0‏ 0 
9 ° لمم )مد وار 
« لدم دار 


« زم )عد مار 


مساعدة : 0 هي الدالة 

u(x) 

u(x) 

تحقق من أن الدالة له ار قبلة للاشتقاق على المجال 0 
ثم احسب دالتها المشتق 

(Ina)? +Inx (1 


x 


]+0[ دم 
إه+:0[ ع م 
]0[ دم 


2 a 
= 
n= (2 


“ J (x)= xln| x |-2x+3 G 
مسج )ل مجنو[ دم‎ 4 


اجد 


5( - أص+ىء[ دم 
في كل حالة من الحالات الثالية عين معادلة المماس 
الممثل للدالة / المعرفة على |0:٠١١|‏ عند النقطة 

التي فاصلتها 1 . 

(I‏ بسماعليتء زم 

+ (= 23n 2 


ze 
الكو‎ 


91 لتكن الدالة / المعرفة على | +: 
د ثم +( + 2)ماة- (د) f‏ 


بين أن المنحني © الممثل للدالة / يقبل مماسين مو ازيين 4( (احى) ماد هلجع زمر [1:3[ عم 
لمحور الفواصل. : 
000 052 ل mn‏ )*(/+ ]نمدم 
(o77)‏ 2 ار ]-+:0[ دم 
x‏ 
الممثل للدالة 1١‏ ثم استنتج رسم و 


المعرفة على | +:0[ بذ 


5[ نعتبر العدد الطبيعي # حيث “2= 
1 .عين باستعمال حاسبة الجزء الصحيح للعدد 0| . 
2.استنتج الحصر التالي: "10> م > '1027. 

عدد الأرقام في الكتابة العشرية للعدد . 

ييا علما أن 0.58092 = (3.81) 108 ۰ استنتج بدون 

باستعمال الحاسبة قيمة مقربة لكل من الأعداد التالية: 

log (0,381) « log(381)‏ 0 10»دا3,8)عما. 

لمم حل في 8 المعادلات 

logx =0,01 3 +logx=-3 5 :logx=5 (1 

1011 حل في المتراجحات التالية: 
logx<-10 (2 logx >4 (1‏ 

logx<log(l-x) (4 


logx>0.1 (3 


f(x)=ln(x=3) (1‏ ؛ D=]3:+»|‏ التفاضلية التالية 

b=]: +‘ /()=h(t=») @‏ © 0= 2+ ر 
f 22 3‏ 

(em2) )‏ ؛ |0:4| = 2y +5 =0 )3 D‏ م 4= ر1 


2-4 91 5 
)١ 5 D=)2:+«[ (= |x (‏ حل المعادلة التفاضلية 0= ر + ر2 


م 2) عين الحل الخاص / الذي يحقق 1= (104) / 
لُلَكَاْ / هي حل المعادلة التفاضلية 0 = 5- ر +'(21 
هل المنحني الممثل للدالة / يقبل عند + مستقيما مقاربا | 


ا ماين 


٠‏ في التمرينين 96 و 97 و في كل حالة من الحالات 
ادرس تغيرات الدالة أ على المجال (/ باستعمال المشتقة 


5 “رهي الدالة المعرقة على 1 ب مد عار 
جد معادلة تفاضلية من الشكل لر = "٠ر‏ حيث تكون الدالة 
“رخلا لهذه المعادلة 

177] “رهي الدالة المعرفة على 8# ب: 
34د زم) رو 


جد معادلة تفاضلية من الشكل 1+ ره = ٠ر‏ حيث تكون 


| الدالة /رحلا لهذه المعائلة ٠‏ 
mi‏ انعتبر الدالة 7# المعرفة على ]--+:0] التي ترفق 


يالعدد ۲ «العدد (۲) 1 حيث (۲) 1 هي كتلة الم 


المحتواة في محلول ملحي (ماء+ملح) عند اللحظة / بالدقائق 
ففبل أن الدالة ”7 هي حل للمعادلة التفاضلية 0= ر+'ر۴(:5) 
و أن الشرط الابتداثي هو 300 = (0) 1 


|.أ- حل المعادلة(£). 


m()=300e ؟‎ ٠ te [0:+ 


ب بين أنه من أجل كل 


؛ حيث 50! - (ي؛) !7 


لا يمكن الكشف عن وجود الملح خلال اللحظة / 


. mM) S10 


ابتداء من آية لحظة يكون ممكنا الكشف عن وجود الملح؟ 


mE‏ لتكن الدالة / المعرفة على 1# ب: 


2+ bel +e 


(x)= ae 
حيث 4 8 وم أعداد‎ 


)هر ال 


البياني للدالة في المستوي المنسوب إلى 
معلم متعامد و متجانس ([.0:7) 
1) عين ١0‏ 8و ٠‏ بحيث المنحني (©) يشمل النقطة 0 
و الدالة المشتقة '/ تتم من أجل | 1١‏ و المستقيم 
الذي معادلئه | = ٠ر‏ مستقيم مقارب للمنحني (©) , 
2) نعتبر الدالة / المعرفة على 14 يه 

38+1 مر 
) «احسب (:1) /, 1زا . ماذا تستنتج بالنسية الملحتي 


© ؟ 
« احسب (]:) / 110 ( يمكن وضع ' > 
٭ادرس اتجاء تغير// و شكل جدول تغيراتها. .| 
ب)حدد تقط تقاطع المنحتي (©) مع حامل محور الفوا 
» عين معادلة المماس للمنحني (©) عند النقطة التي ٠‏ 


قاصلتها0. 
ج) ادرس الفرو ع اللانهائية للمنحني (©). 
د) ارسم (©). 


َي اليدف من هذا التمرين إثبات أن:0- ا ہنا 
ا 
أ- نعتبر الدالة / المعرفة على ]م +:0[ب: 
ماد ()/ 
2 


1) احسب (:1)' / و بين أن (x)=‏ 

2) استنتج جدول تغيرات الدالة / على ]+ +:0[ (حساب 
النهايات غير مطلوب) 

3) برر إذن أنه من أجل كل »دمن ]م +:0[: ۲ > × ۸| 


ب“ 1) بين انه من أجل كل عدد حقيقي | < ۸ : 


[[] نعتبر المعادلتين التفاضليتينة 
رخاز :(8) ,و 9 
1.- حل المعادلتين (8) و ٠)۴:(‏ 

ب- هعين الحل الخاص رأ 

اللمعادلة ( :6 )بحيث 4 - (0)'/ 

«عين الحل الخاص ,/ للمعادلة ( ٤,‏ )بحيث 1= (0) :| ٠‏ 
2.لتكن الدالة ب المعرفة على 1# ب *»- "240 > (:) به 
أ“ ادرس نهاية الدالة ر عند ك- و علد صمدد. 

ب “استنتج وجود مستفيم مقارب يطلب تعيين معادلته. 

ج“ احسب' ب مشئقة الدالة برا. 


د-ادرس إشارة'ي. ثم شكل جدول تغيرات #. ٠.‏ 


3. حدد نقط تقاطع المتحني الممثل للدالة ۾ مع محوري 
الإحداثيات 
4. أتشئ المنحتي الممثل للدالة # قي معلم متعامد. 


الجزء1: تعتبر الدالة“رالمعرقة على | 


2.عين نهاية (×) /عندما يؤول + إلى -. 


على اب: /)١(-<‏ - زد)م 


ادلة 0= () م تقبل حلين:0 و حل أخر 


(,؛)متزايدة 


ن المتثالية ,.. ( ,)1) متقاربة. 


المعرفة على [0:1] كما يلي: 


/)0(-١ 

1 /()=0 

n(x )xin(1= Jive [0:1]‏ 700 
نرمز ب ("6) إلى المنحني الممثل للدالة /رفي معلم متعامد 


و متجانس الوحدة: ۱0۲ 


نقبل أن 0 > () / |i‏ ى 0 »ل ) / ip‏ 
النتيجة التالية: من اجى 0 < 


0١ @‏ عا "دولا 
E:‏ 


1.أ- عين نهاية عندما يؤول ؛ إلى 0. 


ب- استنتج نهاية ك عندما يؤول + إلى 0. 
ماذا تستنج بالنسية للمنحني ()؟ 


ماذا تستنج بالنسبة للمنحني (©)؟ 
3.لتكن م الدالة / المعرفة على ]0:1[ كما يلي: 
دماء- )١-(‏ ماد -)١‏ زعام 
أ- احسب (۲)ء ثم بين المساواة 


درم 


استنتج تغيرات الدالة "م على المجال ]0:1[ . 
بحبين أن 'م تنعدم عند قيمتين ,© و ے على ]0:1[ (لا 
تريد حساب هاتين القيمتين).أعط إشارة'© على ]0:1[ . 
ج- عين نهاية (:د) عندما يؤول × إلى0 و نهاية 

1 
10 عندما يؤول :إلى .اص [ ۶)2 


0: E ۵) شار‎ 


ات /. 
ج- بين أنه من أجل كل ]0:1[ € : 

0<In(x)xIn (1x) < (1n 2)} 
د- ارسم()‎ 


نعتبر الدالة / المعرفة على ]+0[ كما يلي: 
ens‏ =( 
()) المنحني الممثل للدالة / قي معلم متعامذ و متجائس 
-.١‏ ادرس اتجاء تغير الدالة ي المعرفة على |صم+0[بة 
#(x)=x-Ielnx‏ 
ب- تحقق أن 0= (1) بو .استنتج حسب قيم #«إشارة (30) :| 


2.- بين أنه من أجل كل ند من ]صم+:0[* 1 


ل 


1 
| 
1 
١ 
1 
| 


ر 


ب- استنتج تغيرات ] . 

ج- ادرس نهاية الدالة /رعند 0 و عتد صم . 

د- شكل جدول تغيرات | 

3.ارسم على شاشة الآلة الحاسية ثم على الورقة 
المنختي (©) 

mE IE 

نعتبر الدالة / المعرفة على 8 كما يلي: 

/ ) )ماد‎ =e“ +1) 

() المنحني الممثل للذالة “زفي معلم مُتعامد و هتات 


عدد حقيقي موجب تماما 


قاقش حسب قيم ۸ عدد 


:1 -[ كما يلي: 


ماك )7 


ak 


(€) تمثيلها البياني في معلم متعامڊ ومتجائس. 
1:]-عين مشتفة الدالة / 
ب استتتج أن الدالة /. متزايدة تماما على ]1:1-[. 


2< ادرس نهايات الدالة/رعند! - و عند 1 . 
اب-استتئج وجود مستقيمات مقارية للمنحني (©) . 
3.- شكل جدول تغيراث الدالة “و 
ب-بين أن ميد المعلم هو مركز تناظر للمتحني (©) . 

ج- ألشئ لمنحني (©) و المماس ل ('6) عند النقطة الثي 
فاصلتها0. 

1.4 انطلاقا من الدراسة السايقة ٠‏ بين أنه من أجل كل 
عدد حقيقي 'رء المعادلة ر = )١(‏ / تقبل حلا واحدا. 


ا 


© 


ب-عبر بالصاب ٠‏ عن © بدلالة از 
ج- نرمز ب-('©) إلى المنحني الممثل 
اشرح لماذا المنحتيين (©) و('6) 
المستقيم الذي معادلته :د = بر؟ 

دارسم (1©)في نفس المعلم السايق. 


سس يمان 
الفا 
O aî‏ 


(©) المنحني الممثل للدالة /رفي معلم متعامد و متجانس 
ا لام 
2 


j (=+ 


جمد وار 
ي ا ا 
جحبين أن المستقيمين ,4 و 4 اللذين معادلتاهما على 
الترتيب 1+ = ر و 1-: = ر مقاربان ل (©) عند هم 
وعند ممد. 
د- حدد وضعية المنحني ()بالنسبة إلى كل من ,4 و ر۸ . 
2.- بين أن الدالة ”رفردية. 
ب- ادرس تغيرات الدالة / على ]+:0]. 
3.ارسم ,4 ٠ 4,٠‏ المماس للمنحني (©) عند النقطة التي 
فاصلتها 0 ٠‏ ثم المنحني ٠)©(‏ 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد (0:1.7) + 
1 .لتكن الدالة / المعرفة على ]+;1-[ كما يلي: 

f (x)=. -2.,2x+2,2 n(x +1)‏ 
«مثل على شاشة الحاسبة البيائية المنحني البياني للدالة ر 
باختيار النافذة: 4 > :د > 2- و 55ر 55- 
» انقل على ورقتك شكل المنحني الذي تحصلت عليه. 
2. حسب هذا التمثيل البيائي ماذا يمكنك أن تخمن: 
أ-بالنسية لتغيرات الدالة /؟ 
ب “بالنسبة لعدد حلول المعادلة 0 > (») /؟ 
3.تريد الآن دراسة الدالة ر 3 
أ لدرس اتجاه تغير الدالة /ر. 


3. حدد نقط تقاطع المنحني الممثل للدالة بم مع محوري 

الإحداثيات. 

4. أنشئ المتحتي الممثل للدالة ۽ في معلم متعامد. 

e EE mi 

الجزء1: تعتبر الدالة / المعرفة على |1 0 
/(x)=In(1+2‏ 


ة ارمتزايدة تماما على 1 . 


0 


المعادلة 0=  )×(‏ تقبل حلين:0 و حل آخر 
نرمز له ب © حيث [1:2] © © 


من أجل كل / ع1 


+ من أجل كل ] @:0] عند | 0:6[ ڱ)x(‏ / 


تعتبر المتتالية ر( )٠,‏ المعرقة ب 


على [0:1] كما يلي: 
0)=1(/[ 
0=)(/ 

70 In(x)xln(1= x)ixe [0:1] 

ترمز ب (©) إلى 1 ) 

و متجانس الوحدة؛ )10 

نقبل أن 0( )رسا 0( ) / نا وكذلك 

النتيجة التالية: من اجل 0< .0 2٠1زا‏ 


ETE‏ لحان 


7 aa: 


عندما یرول ۲ إلى 0. 


۾ المعرفة على 1ب: ×-(×)/ -(:د) م 


2 


5-5 مسج نويه لقال عندما يؤول × إلى 0. 
ماذا تستنج بالنسبة للمنحتي (©) ؟ 


1 
2.بین أنه من لبد |44[ :xe‏ 
3 


3.لتكن 7 الدالة / المعرفة على ]0:1[ كما يلي: 
ماع زع )ماه )لام 
ثم بين المساواة التالية 


أ- لصب ()' 


)"م 


نم 
تغيرات الدالة "م على المجال ]0:1[. 
بحبين أن م تنعدم عند قيمتين ,© و ينك على ]0:1[ (لا 


تريد حساب هاتين القيمتين).أعط إشارة'© على ]!:0[. 
نهاية (::)م عندما يؤول ٠‏ إلى0 و نهاية 


1 
() عندما يؤول × لاحب[ أم 


)م على المجال ]0:1[ 4 
()'/ لها نفس إشارة (:د)م على ]0:1[ | 


ج- بين أنه من أجل كل ]0:1[ 6× : 
0<In(x)xln (1x) > (In 2)‏ 
د- ارسم(©) 


نعتبر الدالة / المعرفة على ]م+:0)[ كما يلي: 
=( 
() المتحني الممثل للدالة / في معلم متعامد و متجانس 
١أ-‏ ادرس اتجاه تغير الذالة م المعرفة على |هع+ :0[ 4 
جماعاعيه زعام 
ب- تحقق أن 0= (1)# اتنج حب قم 081 
2.- بین أنه من أجل كل :د من ]0:42[ 


nx 
0 


اب-ادرس تهايات الدالة عند 1- و عند ٥4ء‏ ثم شكل 

جدول تغيرات الدالة ٠ f‏ 

ج- استنتج من هذه الدراسة عدد حلول المعادلة: 
.f(x)=0‏ 

د-هل نتائج السؤالين 3.أ و 3.ب تؤكد التخمين الذي 


و في وق 


4.نريد أن نمثل على شاشة الحاسبة البيانية منحني الدالة /ر 


على المجال [0,1:0,2] لغرض المشاهد 


ال “التي تقترحها حتى تكون 


ألتك الحاسبة؟ 


ب- باستعمال الحاسبة عين قيمة مقربة 


للحل الأكبر ج للمعادلة 0=(×) تر . 


كل عدد حقيقي بد . (۸)'/ = (:) ۾ 
نض ۾ 000 
احسب(0) و (0)0 


ج-عين الدالتين ١١‏ و٠‏ 

4.استنتج عبارتي () ثر و (1)م 

ım‏ / دالة معرفة على ]-:0] كما يلي: 
221(2( =( 


7 an 


(©) هو التمثيل البياني للدالة / في المستوي اله 


1أ- ادرس نهاية / عند +٥‏ . 
ب-بين أن المستقيم 2 الذي معادلته 2-2 = ر مقارب 
للمتحني (©)- 
ج- ادرس الوضعية النسبية للمنحني (©) و المستقيم ١2‏ 
2.- بين أنه من أجل كل عدد حقيقي 0 < ند: 
+2(1-e*)‏ مد رمال 
ب استنتج أنه أجل كل عدد حقيقي 0< 0< (0:)'/ 
ج- حتد (0)'/. ثم شكل جدول تغيرات / . 


3. أ- ارسم (/ و المنحتي (©). 
ب- عين النقطة ۸ من(©) التي يكون عندها المماس 


ادرس تغيرات الدالة ۾ المعرفة على 12 كما يلي؛ 
g()=#-ı-1‏ 
ما هي القيمة الحدية الصغرى للدالة ۾ على ؟ 


2. استنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي ‏ 1+ ۲< ' 

ets 

الجزء2: / هي الدالة المعرفة على 12 كما يلي: 
(ع-م)مله- (x)=‏ / 

1. أ- بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × : 
-21n(1-xe”)‏ 10 


ب- نقيل أن 0= × صا احسب (×) / ٥اا‏ 


2. أ- اشرح لماذا / قابلة للاشتقاق على 1# و بين أنه من 


ب- شكل جدول تغيرات الدالة /راء 
(نقبد أن مسدب )/ (im‏ 


3.في معلم متعامد ومتجانس (الوحدة: 36 ): قعتبر القطع 
المكاقئ ۶ الذي معادلته +2 - 2 > نر وأ (©) المنحتي 
الممثل للدالة “.أ- بين أن (+2- *>)-() 'ر تؤول إلى 
0 عندما يؤول × إلى صمب . 

«عندما يكون 0= (۸) / - () .1190 ٠‏ نقول أن 
المنحنيين الممثلين للدالتين إ/ و :/ متقاربان عند + . 
ب- ادرس الوضعية النسبية لمنحنيين ۲ و (©)- 

4.عين معادلة لكل بق المانين 5 و5 على لتيب 
للمنحيين ۶ و (©) عند النقطة التي فاصلتها0. 

5.ارسم في نفس المعلم ٠‏ المنحنيين/ و (©) و المماسين 


الستوي منسوب إلى معلم متعامد (0:1.7) ٠‏ 
لتكن الدالة /ر المعرفة على ]0+:0] كما يلي: 


/( e“ وم‎ )4<( 


سكل الموالي هو تمثيلها البياني ٣‏ في المعلم (0:1.7) 


+:0] ب e‏ =(») ۾ 
البياني في المعلم (ز.0:1) 
1 بین أنه من أجل كل عدد حقيقي ند من +٥٥]‏ :0] : 


e" < f(N)Se 
ب- استلتج نهاية ار علد ممه.‎ 


عبن إحدائيات نقط تقاطع المنحنيين"1 و © . 


3. نعرف المتتالية (,؛) على | م)/ 0 


أ- بين أن المتتالبة (.14) هندسية يطلب تعيين أساسها. 

اب- استنتج اتجاه ثغير المتثالية (.,4)و ادرس تقاربها. 

4. أ- بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × من | :0]: 
0ه asin‏ معن ' )1 


ب- استنتج أن المنحنيين17 و © لهم 
نقطة من نقط تقاطعهما. 
5.أعط قيمة مقرية إلى "10 لمعامل توه 
للمتحني 17 عند النقطة التي فاصلتها ‏ 
٠‏ أتمم الشكل السابق برسم المماس 7 و المتحني € 


نعتبر الدالة / المعرقة على 1# كما يلي: 
J (*)=(2x-)e™‏ 
و نرمز بب (©) إلى تمثيلها البياني في معلم متعامد 


ب- احسب نهاية / عند صم . 

2.احسب (×)' / و ادرس إشارة على 2[ 
3.شكل جدول تغیراث /. 

4.أ- عين إحداثيات النقطة 4 » نقطة تقاطع المنحني (6) 
مع محور الفواصل. 

ب-ادرس إشارة ()/ر حسب قيم × . 

الجزء2: 


حيث "/ هي الدالة المشتقة الثنية للدلة / . 
ب- حل المعادلة 0= (:3)"/ر 

2. نكن 7/ النقطة من المنحني (©) التي فاصلتها .عبن 
معادلة للمماس 1 للمتحني (©) عند 8 ٠‏ 

3 لزيد دراسة وننعية المتعني (6) بالكلا ا 
من أجل ذلك تعتبر الدالة بم المعرفة على 1 كما يلي 


e)(=/ »(- -)-2:+2( 


عین (2)'م و () ۰۳ 


ب-لدرس إشارة (×)" ع حسب قيم #دا- 
اتجاه تغير الدالة ' م على .R‏ 
و 


فير الذالة بم على . 


المعلم (0:7.7)» مثل النقطتين ۸ و 8 ؛ ثم ارسم 


1 المتحني الممثل للدالة /في معلم متعامد و متجانس 


أ- بين أنه من أجل كل هدد حقيقي موجب × 


واعمكو)ركومن 


اب- ماذا تستئتج يال 5 


ER 
انقل الشكل السابق و ارسم في هذا الشكل المنحني”1 محددا‎ 
مماسه عند النقطة. التي قاصلتها0.‎ 


117 amene 


© 


الجزء1 : نعتبر الدالة + المعرفة على ۸ كما راي 
u(x)=2x'-1+2Inlxl‏ 

1.ادرس تغيرات الدالة × على " . 

2. ادرس نهايات الذالة ؛ عند 0 و مم+. 

3.تعتبر المعادلة 0 > (د) »» 


أ بن أن هذ المادلة تقل حلا واحد #حيث | 1 


EN n 


1 
0 
16 - 


ج إشارة (:)»؛ على 1. 
الجزء2: نعتبر الدالة / المعرفة على 12 كما يلي: 


/(») 


الدالة أ عند 0 .مم و صمو. 


hn) _ 


(نقبل أن 0 - كلل im‏ و lim‏ ( 
2 


. f ')×( 2.احسب‎ 


:رس اتجاه تغير لدالة /رو شكل جدول تغيراتها. 


1 ال 
4 بين أن - 
+ تا بيع 


د-ه 3- (ه) /. 


ب- باستعمال حصر © في الجزء! -3) بين أن : 

1 > () / > 1.6 (لا يطلب رسم المنحتي (€)) 
الجزء3: لتكن النقطة (ر :)1 و ('ر :»)1 حيث 
' 11 هي نظير 1 بالنسبة لمحور الترائيب. 
ا.عين '» و "ير بدلالة × والزاء 
2. أ- بين أنه إذا كانت تتغير على المنحني (©) فإن النقطة 


'/8 تتغير على المنحني (:1) لذي معاد !9 عدا 


ب- ادرس الوضعية النسبية للمتحنيين (©) و (2)10 


مت المنحني (©) في المعلم (0:7.7) ۰ 
الجزء2: نعتبر النقطة 4, من المستوي إحداثياتها (1:0) + 


لتكن /1/ فاصلتها × .عين بدلالة × المساقة 4/1 ٠‏ 
تعتبر الدالة ع المعرفة على 1# كما يلي 


E 


گ + =(٭) e‏ 


٠‏ بين أله من أجل كل عدد حقيقي 'د: 


د- بين أنه يوجد عدد حقيقي وحيد © من المجال [0:1] 
7 > ع > 0,46 


يحقق 0= (4)' ۾ . ثم تحقق أن 


* عين إشارة()' م حسب قيم ١‏ . 


تغيرات الدالة ع على 8 (لا يطلب حساب 
+)-ما هي القيمة الحدية 


للدالة م على 
3.تقبل ان المسافة ۸11 تكون صقرى عند النقطة ,1/ 
من المنحلي ('6) التي فاصلتها © , 

مثل النقطة ,11 في الشكل. 


الصغر 


a-l=- 


4. بين أن؛ (26)ث/ 1 


50 ِ [re] [7e] 
استعمل تغيرات /. و النثيجة 0,47 > > 0,46 لحصر‎ 
. الد (©) م‎ 


استنتج حصرا للمساقة 4/4 سعته 2×10 . 


2.ادرس نهاية الدالة / عند مم+ وتغيرات / على ]مم+:0]. 


نيتم ياصعر مسافة ۸۸1 حيث 14 نقطة من المنحني (©) ٠‏ 


-احسب (:)" ۾ حيث" ۾ هي الدالة المشتقة الثائية للدالةم 


1 .نعتبر الدالة بم المعرفة على ]ه+;ا[كما يلي: ٠‏ 
(اعممازا-»)-م2 دوم 
) نقبل أن 0 = × 1× زا .استنتج نهاية (::)م لما sk‏ 
14 
ب) احسب (»)' ۾ من أجل × ينتمي إلى المجال ]١ه‏ +:1[. 
ج) حل في المجال ]-+:1[ المتراجحة: 
1-In(x-1)>0‏ 
د) ادرس اتجاه تغير الدالة بم على ]ه+:1[. 
ه) بين أن المعادلة 0= (:1) ۾ تقبل حلا واحدا © في 
المجال ال" ادرس إشارة (:)8 على كل 
من المجالين ]»:ا[ و ]م +:©[. 
2 هي الدالة المعرفة على ]+:1[ كما يلي: 
ل ED Inî‏ 
أ) ادرس تهاية a‏ أن 0= lim p(x)‏ 


/ 
1 


ب) احسب (7)2 و بين أن إشارة (:6' هي نفس 

إشارة (2:)م على المجال [1+١]‏ . 

ج) بين أن م متزايدة على المجال ] /:1[ و متناقصة 

على المجال ]مد+: 6/ [ . 

الجزء2: 

.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي من المجال ]= +;0[ 
وام قال 

2.استنتج: أ) نهاية (:د)/ لما ديؤول إلى 0. 

ب) نهاية (1)/ لما يول إلى 4. 

ج) اتجاه تغير الدالة / على المجال ]مه +:0[و أن / تقبل 

قيمة حدية عظمى عند (6/) 10م 

3.بين من أجل كل عدد حقيقي من المجال ]مه +01[ 


0.1 | 0,5 


x 
مل‎ 


5. مثل بيائيا الدالة “رفي معلم متعامد حيث وحدة 
الأطوال 57 على محور الفواصل و :1067 على محور 
التراتيب.نأخذ10 كقيمة مقربة للعدد © . 

من اجل كل عند حقيقي موڃب تماما ۸ » نعتبر 
/ المعرقة على ]مه +:0] كما يلي: 
+kx)=x‏ “)ما f(0)‏ 

€ إلى منحتي الدالة :/. قي معلم متعامد 
)ود 


ترمڙ ب 


لأطوال 50 على محور الواصل و 


على محور | 


بر الدالة م المعرقة على ]+:0] كما يلي: 


In(x+1)-x‏ = د)ع 


الدالة + (لا يط 


ن أجل كل = 


Sa‏ ذا+ ماما 


د“ شكل جدول تغير 


احسب (۸)) 


ثم استنتج تغيرات الدالة :/. 


اب- بين أنه من أجل كل عدد حقيقي × من ]م +:0]: 


1 
+1 اما 
ب 


A۸0) 


ج-استنتج (1) )ر 1زا .د 


مكل جدول تغيرات الدالة :/ر. 


أنه من آجل كل عدد حقيقي + من ]م +:0]: 


0 
0S 


4. حدد معادلة المماس ;7 للمنحني © علد النقطة التي 
فاصلتها 0. 

ك.ليكن م و عددان حقيقيان موجبان تماما حيث > «/ 
ادرس الوضعية النسبية للمنحنيين ,© و ,€ . 


7 aay 


6 .ارس7 1 6 و 
TED‏ 0 
نعتبر الدالة / المعرفة على ]هه +;2-[كما يلي: 
=1+xln(x+2)‏ ضار 
© إلى منحني الدالة /. في معلم متعامد 
و متجانس ([.1: ) .وحدة الأطوال 4 . 
الجزء1: دراسة تغيرات الدالة /ر 


ترمز ب 


f11‏ هي الدالة المشتقة الأولى للدالة /ر و"/ر هي 
دالتها المشتقة الثانية.احسب (+) / ثم (»)"/ من أجل 


كل عدد حقيقي × من المجال ]م +:2-[. 
ب- ادرس تغيرات' / على المجال | +;2 
ج- عين نهايات '/ عند2- و عند ممد. 
2.- بين أنه على المجال ٠]‏ +:2-[ المعادلة 0= (») / 
تقبل حلا واحدا © ينتمي إلى المجال [0,5-:0,6-].. 

ب- ل إشارة (:د / اقيم د. 
ادرس تغيرات الدالة / على المجال ]م +:2-[. 


/ عند2- و عند صمد. 


ب- عين 
ج- شكل جدول تغيرات الدالة ۶ . 
الجزء2 :وضعية المنحني ,© بالنسبة إلى مماسائه. 


المماس ل ,© عند النقطة التي فاصلتها ر 
من اجل كل عدد حقيقي :د من المجال ]» 
[لود)ر + (x=,‏ []-ض) =4 
1.- تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي × من ]مه +:2-[» 
f(x)‏ ند" زر دول 

ب- مستعملا تزايد الدالة' / » أعط إشارة ()' 4 حسب 
قيم × .استنتج تغيرات 4 على المجال ]مه +:2-[. 
2.عين الوضعية النسبية ل ,© و 7. 
الجزء 3: رسم المنحني 
.١‏ عين معادلة للمسئقيم ;7ء مماس المتحني ,© عند النقطة 
التي فاصلتها 0«ارسم :1 1 
2.جد الأعداد الحقيقية ,× بحيث تكون المماسات تمر 
بالمبدا ثم ارسم هذه المستقيمات. 
3.ارسم المنحني ,)من أجل قيم ‏ المحصورة بين1- و 
ناخذ 0,54-=» و 0,8=)/. 


يلم اختر الجواب الصحيح من بين الأجوبة المقترحة لكل 
سوق 

1. المعادلة 0= 4- “غ3 تقبل قي ٩‏ : 

2) حلا واحذا. 3) حلين. 4) حلين على الأكثر 


e" 


a‏ 2) سالية دائما 


4) سالبة إذا كان د سالب 


۸ للمتغير الحقيقي ت المعرفة ب: 


(x)= < g(x) =n? +0 f(x 
Inx 


و(3)؟ لهما معنى من أجل كل عدد حقيقي × . 


اكان ۸<0. 


/ 0 1 

)م 
+( 
0 و إشارة(2)' / هي من 
)0( 
ب) على |0:٠|‏ إشارة' م هي إشار ة۱« 
ج) على ]د-+:0[ ۽ قبل قيمة حدية عفلمى تساوي 3. 
د) / متناقصة تماما على المجال ]-+:0[. 
ه) المعادلة 0= )١(‏ / تقبل حلا واحدا م حيث ]1:2[ € 


[[€] هل العبارات التالية صحيحة أو خاطئة؟ برّر الجواب 
1) الدالة (:د-2) 1١‏ جم : / معرفة على ]ە+:2[ 

2) الدالة (2-) 10 جزئر: /متناقصة تماما على ]0:0[ 
3) إذا كانت ( 


4) إذا كانت الدالة ر متزايدة تماما و موجبة على مجال 7 | 
فإن / 10 متناقصة على 2 . 
5) إذا كانت الدالة /. قابلة للاشتقاق و موجبة على مجال 5 
فن بك - ار |( 
6) “ردالة معرفة على ]+:0[ ب “دما ”د 
العدد المشتق للدالة /رعند م هو م3 
7577] اذكر دون تبرير إن كانت العبارات التالية صحيحة 
أو خاطئة. 
1) الدالة 18 موجبة تماما على ]م +:![ + 
2) الدالة [(1+>)+-] ها ا»: /ر معرفة 
على ]1:0-[ . 3) الدالة (1- :)١ا‏ جا »:/ متناقصة 
تماما على ]مم+: ا[ . 
4) المعادلة (4+3#) 1١‏ = ”| تقبل حلين في ٠‏ 


5) إذا كانت بدماء- () / فن +۱)(=1/ 

6) المتراجحة 0< (:د-2) 1+٠١‏ تقبل كمجموعة حلول 0 
المجال |3:--[. 

[6#[] حتد إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة » 
برر الأجوبة. 

لتكن الدالة / المعرفة على 1# ب: “×= () 6 

 )('* [ )-( 50: من أجل كل × من‎ )١ 

2) من أجل كل × من 1# ؛ “م » (:3) / + (ند)' [ 

3) من أجل كل + من «1:'"» > () ل 

lim / (0# = (4 

5) الدالة / تقبل قيمة حدية عظمى عند | »د . 
6) الدالة / هي حل للمعادلة التفاضلية لر 


م اكتشف باريتو ( اقتصادي ايطالي 1848 - 1923 ) القانون الذي يحمل اسمه من خلال دراسة 
مدآخيل العائلات بسويسرا كما اسات مماثلة في دول أخرى على أن توزيع المداخيل يخضع 
لات ۸ التي مداخيل كل منها / في مجتمع ما هو دالة متناقصة بدلالة ۲ يعبر عنها ١‏ | | 
E‏ 57 5-535 8 3 
7 - ۸ حيث 4 و ۸ ثابتان موجبان مرتبطان بالمجتمع المدروس. ا 
أ 


ق قانون باريئو مثلا على توزيع المؤسسات حسب عدد عمالها أو على توزيع المراكز الهاتفية حب _ | 


0 رو جرم مرو روم 


مساحة جلد حيوان 


من الغريب التقكير قي حساب مساحة جلد حيوان و هو حي ! لكن يصيج الأمر يسيرا إذا علمت أن لمساحة جلده 
| غلاقة بوزله و هو ما اكتشفه كل من كيبلار ٠‏ برودي و ووستال نة 1947 r rk‏ 


1) تعريف القوى الحقيقية للعدد 3 


٠‏ ليكن 7 عددا صحيحا نسبها. 


أكتب العدد | "3) 10 بكيفية أحرى ثم استة 


م - "3 يمنحتا فكرة تمديد مقهوم القوى. هذا التمديد يفرض علينا طرح السؤال التالي: 


9 كيف يمكن تعريف '3 من أجل كل عدد حقيقي :د ؟ 
a‏ 
E‏ 
E aE‏ 
1. دراسة الدالة المعرفة على ]| 0] ب f (x)‏ 


٠‏ انرس الدالة / و شكل جدول تغيراتها 
٠‏ أرسم( ©) التمثيل البياني للدالة / في معلم متعامد و متجانس. 
٠‏ بين أن المعادلة 3 = :د تقبل حلا وحيدا © في المجال ]ه+:0]. 


باستعمال حاسبة بيانية عين حصرا سمته 10 للعدد © 


نتيجة: العدد » هو إذن العدد الموجب الوحيد الذي يحفق: 3= ل , . 
يسمى العدد » الجثر التكميبي للعدد 3 و نرمز إليه بالرمز 7.3/3 


تعريف: يمكن تعميم التعريف السابق للحصول على التعريف التالي: 5 


نسمي الجذر التكعيبي للعدد الموجب » العدد الموجب الوحيد الذي مكعبه يساوي ۾ و نرمز غليه بالرمز ت 


حساب بعض الجذور التكعيبية 


¥< 1125 < 11000 < انث 
27 


أ غين حصرا نة *10اللنندين: 4/2 و 08/11 


( 2:12 - 16 ب) 1/[10- 02×05 ج) 1/3- 


4. باستعمال قوى حقيقية للعدد 3 


3. نعتبر الدوال جر و . روار یو جرم 
» يعد تمثيل هذه الدوال على شاشة حاسية بيانية ضع تخميئات حول أوضاعها النسبية. 
» قارن بين 101( و »د ثمبينت 1038 و » من أجل قيم كبيرة للمتغير ٠×‏ 


مح 7 © 


Nel 


ap assalr 


ل قوی عدد حقيقي موجب تماما 


تمهيد: لیکن ۾ عددا حقيقيا موجبا تماما و ليكن , عندا صحيحا تسبياء 


نعلم أن 154 7 - (”17)4 و يالتالي “" 


ويما أن 1= 126 فإن من أجل كل عدد حقيقي ع 


1 م‎ (3) aa" =a” (2) In(a')=x na (1) 


.(ab)' =a'b" (6) 


اليرهان: تعلم أن ي 


1 
1 بما أن ١‏ هو الحل الموجب الوحيد للمعادلة ى = "د فلن "4 4 . 


ملاحظة: لضع اصطلاحا: 0 


=" (0.25)= م 


33×9 =3 ×)3°( =3 ×3 - 3 x3 


a(x )=x* =e 3 بن لاك دمر‎ 


ة |١٠‏ جم + متبوعة بالدالة الأسية وبالتالي فهي قابلة للاشتقاق على ]مه +:([ و لدينا؛ 


1 1 1 5 0 و اة اة كك 9 
عطي ( »)/ /. نلاحظ أن طريقة الحساب تبقى نفسها المطبقة بالنسبة لدوال 


0<(*)// و مته 


الة الجذر النوني متزايدة تماما على ]قه +:0[ , 


» جم + : ٠‏ متبوعة بالدالة ,/. و يما أن الدالة » متناقصة تماما 


أع صم اوععوطام 


]ده +:0[ فإن الدالة م متناقصة تماما على ]1-:--[. 


تمرين محلول3: حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: 
(1) 3= “23+ :3 (2) 3> “(0,31) 


5 


1 (1) تعني 3- + 3 أي 0= 2+ 3×3- 32. بوضع *3- × تحصل على 14220 <3 × 


ذات الحلين! , 2 1 > '3 تمني |١1‏ = "13 أي 1030 د و بالتالي 0= × 


أما 2- + 1 lo: 2| n2 ٠‏ 
أما 2= 3 فتعني #1۸2 3دا » ار . و مله مجموعة الها 
ي 2 ساك قدا 0 الحلول هي | 103 | 
2. 3> "(0.31) تمني ۸3ا >| "(0.31) |ها أي 3ها >(10)0,31 2۲ و هذا يعني أن 
لے ج رون :20 (0,31) مار يالتالن مجموعة اا 0 | 
103 )11 و يالتالي مجموعة الحلول هي '(0.31)ما2 


سس 0ع 


ل دراسة الدوال: x lx gx a‏ 
1. الدالة “4 جم × 


موجب تماما » و مختلف عن! و من أجل × من ®¿ اج 


حر ل -(2)./ 
ه اتجاه التغير: الدالة ,/ هي مركب الدالة 184 ج ×: ٠‏ متبوعة بالدالة الأسية. و بما أن الدالتين » 
ع و" ط×" قابلتان للاشتقاق على 12 فإن الدالة ./ر قابلة للاشتقاق على ۳ و لدينا: “6 (»م1) = “" "مده م| - (ج«) /كر. 
| نعلم أنه من أجل كل د من 0< *4 و بالتالي قإشارة ( ٠)‏ / من نفس إشارة 104. و منه النتائج التالية: 
x‏ * إذا كان 1> 4 >0 فإن 0> 100 و منه الدالة ,/ متناقصة تماما على 1# . 
إذا كان 1< 4 قإن 0< 104 و منه الدالة ,/ر متزايدة تماما على . 
٠‏ النهايات: نميز حالتين حسب إشارة 104 


* إذا كان 1 > ۾ >0 فإن +٥‏ = مها + زا و بما أن +٥‏ = “م كال نستنتج أن +٥‏ - ( :د) ,/ ا 


نستنتج أن 0=( »)رسلا 


4ه عونا و بما أن 0= e‏ ال نستتتج أن 0=( ٭) ,/ ”نا 


فإن +٥‏ = مها × صز و بما أن += e‏ اا نستنتج أن + =( ٭) ,/ ونا 


/,(1)=a ي عت و‎ [ 
: 0= | | 
0<a<!l 
٣ 2 EE ee 
1 ده‎ 
a>! 


0 
ملاحظة : إذا كان 1= 4 قان ١‏ > (1)//. و منه الدالة تر ثابتة. 


الدالة x‏ جم م" 


1 
نضع من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم «. و من أجل × من ]م +:0] ٠‏ “بدح 2[ - (>) ,۾ 


. قابلة للاشثفاق على ]= +:0[ و ' * × > ( ) ري و منه 0< (:) ,4 .لان ,چ متزايدة تماما على ]م +:0] 
n‏ 


طريقة: 2 لإثبات أن المنحنيين( ,©) و( ,©) متناظران بالنسبة إلى ( ۶«) يمكننا أن نبين أن 
(٭) /=(×-) ع أو (ع) ۾ =(×-) / من أجل كل × من 8 . 


14 
3 3 7 
1 ان / و ۽ معرفتان على 8 . 
/ متزايدة )€( 
lim / (x*)=0‏ و lim f (x )= te‏ 
lim/ (x)‏ وى lim/ (x)=0‏ 3 
2 لدينا: & 
€ (0,25) =( اہ 2 a1‏ 0 +3 2-2 3 
4= "= "= (4-) ع . لذن (4) م - (4-) م . و منه( ,©) و( ,") متناظران بالنسية إلى( ۶(). 0 
تمرين محلول2:أكتب العبارات التالية بواسطة أس ناطق. 
V#-1 0(‏ = عاد زم)ر )2( اسعدبتعلا- رمعم )6 - E‏ 51 
5 
1< )= مع لاد (x‏ = تلا 1T / (*)=(x -1)x =1 =(x -1)(x‏ 
2 1+ )= ”زا م )= 17+ )|= 1°+ »2+ (x‏ = 1+ 2+ جلاع زع) ¢. 
+ )= 1+ ٭)= + )+ لخت لخة - زمر 
x +1 (+1)‏ 
تمرين محلول3: حل المعادلة و المتراجحة التاليتين: ‏ (1) 4= أ (2) 1>2+ 1/2 1 
حل: 


1. مجموعة تعريف (1) هي ]د +:0] 
من أجل كل من ]+:0]» (1) تعني "4= + و منه مجموعة الحلول هي [40] 2 5. 

2. مجموعة تعريف (2) هي ]م +:1-]. 

من أجل كل + من ]ه +:1-]ء (2) تعني *2 >1+ ند أي 2-1 > × و بالتالي 31> ×. 
مجموعة الحلول هي إذن: [1:31-] - 5. 


fas gg 


ل التزايد المقارن 


1. التزايد المقارن للدالتين ' © ++ :د و 2 جا × 


+- =( »)و 1- *»- (»)” /. بما أن من أجل كل × من ]+:0]: 0< ( )”كر فإن الدالة ” / متزايدة 
تماما على ]- +:0] و علما أن 1= (0)' / فإن من أجل كل × من ]-+:0]ء 0< (+)' / و منه فالدالة / متزايدة ١‏ 
0 تماما على ]ع +:0] و علما أن 1= (0) / فإن من أجل كل :د من ]--+:0]: 0<( *) /. نستنتج أنه من أجل كل × 


x 2 


1 
لضع = ×. إن += × ”زا و منه: 0= - 


e 


E 3‏ 
عن أجل 0< ۲ تضع |= ومنه =٥‏ ۽ مع صمح × زل و بلتالي 0- 2 زل = كنك ونا 5 


ع ا ا 
1 ا دما 
× ومتەەم+= × اا و بالتالي 0 - 6" 


lim E lim —‏ = دما حصلا 
x0 ES TS‏ 


(neN)x Hx 


3. التزايد المقارن مع الدالة 


البرهان: آنظر التمرين رقم 39 


خلاصة كل الدوال ' e‏ جر ۸ ١‏ ۸۸آ جاب 
د ا ٭ ( € ۲) توول إلى سمه 

لما يؤول » إلى + إلا أن سلوكها مختلف 

عند اللانهاية تتفوق الدالة الأسية على الدالة قوع 
و تتفوق الدالة قوة على الدالة اللوغاريتمية 
النيبيرية. 1x‏ 


حل: 


. mM ومن تر +=( ك)‎ lim =+ لأن‎ lim (¢ x)= مثا‎ 
r 
. lime" =0 و‎ lim xe“ =0 lim (2x -1)e* = lim (2 2 
2 أ تمرين محلول2: أحسب النهايتين التاليتين:‎ 
)يوا‎ +2)lnx (2 lim (x -Inx) (1 | 
0 و 0-دماعسنا ا‎ lim 0 
2 2 
|] 1 00 
0ا ومنت 7ا ل[ | ج‎ 
ع‎ - x [ : 
7 عستا و عماسلا‎ Inx =0 ن‎ 
© 1 محلول3: أحسب النهايات التالية:‎ 
FT 5 
2 E : دما‎ 
000 2x -1)e' G س‎ 2 - (1 
چ‎ im( +x )inx (4 lim (r +2xr -1)e' G im ل‎ E) 11 
٤ 5 
. لأن 1 مثا و صدح جك هنا‎ lim 
0 x +x +1 x +x +1 
Inx 1 1 دما‎ 
و 3-5 حبسلا و 0= ص‎ lim 8 lim 
Jim ولح “ع‎ lim x"e' =0 لأن‎ lim (x + علا‎ lim (x 
“عملا‎ Ins ناسنا لأن مع‎ +x )lns = lim(s ns 


ل4: أحسب النهاية الثالية: )1= 2 


in (a =e] = ine" (2-3) 


١ 
Ime ee و‎ lim =0 < 


١‏ 8 - 02 س سسس و متسو 


نعتبر الدالة بم المعرقة على المجال ]ه+:0[ ب دماع-1+ - (+) بم 
1. عين تهايتي الدالة ج عند 0 و عند + 

2. أدرس اتجاه تغير الدالة ۾ ثم شكل جدول تغيراتها. 

3. بين أن المعادلة 0=( ×») # تقبل حلا وحيدا © في المجال ]> +:0[. 

4, باستعمال حاسبة بيانية أوجد خصرا للعدد © سعته 0.01 
(*) ۽ على المجال ]+:0[. 


نعتبر الدالة / المعرقة على ]+:0] كما يلي 


0 
0(=0) / ومن أجل كل × من ]ه+:0[ » 


E TTT 
.4cm لیکن شتی یی ا م تند و متش 0:11 ت ولوق می‎ 


ا »)” /. استنتج اتجاه تغير الدالة /. 
(x‏ 


4. أحسب نهاية الدالة / عند +٠‏ . تحقق أن = (») / ثم شكل جدول تغيرات الدالة /. 
5. ليكن (1) التمثيل البياني للدالة :دما جم ند في المعلم ( ل, 0::1). 


ية للمنحنيين ( ©) و ((1). 


10-( ) /] سنا . سر بيانيا النتيجة. أرسم المنحنيين ( ©) و (۳). 


التمثيل البياني للدالة 1١.١‏ جا د في معلم متعامد و متجانس ( ل, 1؛0). 

مسألة: نهدف إلى تعيين ( إن وجدت ) نقط المنحني (17) الأقرب من المبدأ 0 

1. نعتير الدالة م المعرقة على المجال ]ده +:0[ ب 0۸+ +=(») م 

عين نهايتي الدالة مم عند 0 و علد صمدا. 
* أدرس اتجاه تغير الدالة م ثم شكل جدول تغيراتها. 
* بين أن المعادلة #0( ) ب تقيل حلا وحيدا» في المجال [0:٠١]‏ , عين قيمة مقربة للعند ©. ١‏ 
٠‏ حدد حسب قيم ٠‏ إشارة () » على المجال ]+0:464[. 

2. نعتير الدالة / المعرفة على المجال ]0:4[ ب *(ندوا) + +=( »)۾ 
أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تفيرائها. 

3. حل المسألة المطروحة. 


١ 
51 


5] مقارنة الأعداد الطبيعية ١"‏ و (7+1) 5 


الهدف: مقارنة العددين الطبيعيين '””, و "(1+ #) حيث ۸ عدد طبيعي غير معدوم. 
1. علما أن التعامل مع القوى غالبا ما يتطلب إدخال اللوغاريتم بين أن: 
1 
n(n) , (+1)‏ 
n n+1‏ 


(n+) 


In(n+1) n(n) 7‏ 
2. اختر دالة متاسبة يمكن أن تضمح درا تغيراتها من المقارئة بين العددين I ١‏ 


أدرس تغيرات هذه الدالة ثم استنتج 


(ae R)x +x" سوال‎ 


نعثير الداثة ى / المعرقة من أجل كل عدد حقيقي × من ]مه +:0[ كما يلي: 
»- ×=( ×)ے/ حيث © عند حقيقي. 


ماذا يمكن القول عن الدالةى/ر في حالة 0-© ؟ في حالة 1= ؟ 
في ما يلي لقرض 0 © و1 © 
2. أدرس تهايتي الدالةم/ر عند 0 و عند «م+. نميز الحالتين؛: 0>» و 5<0©. 
بين أنه من أجل كل × من ]مه +:0[ .×۵ - ( «) ر ر. ماذا تلاحظ ؟ 
٠‏ أدرس اتجاه ثغير الدالة ,”ثم شكل جدول تغيراتها 


/ في الحالات التالية: 


1 
.a=-0,3 => = -[ دم‎ 


ى 0< و نعتبر الدالة ,م المعرفة على ]ده +:0] كما يلي: 


(0),٭ و من أجل كل + من ٥]‏ +:۰[0 (×)ے/=(×) ےھ 


© غين لهاية الدالة ,ي علد ههه 
* بن أن الدالة ,»4 مستمرة عند 0 
0 بلية اشتقاق الدالة ,و عند 0. نميز الحالتين! >1١‏ © >0 و ا<ي. 


تغير الدالة ,م ثم شكل جدول تغيرائها. 


)(. 
٠‏ ايرس الدهاية 2084 «:ا! . يثم تمييز حالئين. أعمل تفسيرا للنتائج. 
وير 


» أرسم (,'1) التمثيل البياني للدالة ,ب في الحالات الثالية؛ 


مسف كمعيى كلعيى قمعم 


نهدف إلى نمذجة تطور مجتمع من الطقيليات في زراعة بأحد الحقول. 

نرمز بب ١ )١(‏ إلى عدد الطفيليات بالمنات عند اللحظة / ( بالأيام ). 
أسفرت بعض الملاحظات على النتائج التالية: 

0 aE 3 a م‎ 

N (r) 10 [| 1 12 اش‎ 117 

فريق أول من البيولوجبين نمذج هذا التطور بالدالة / المعرقة على المجال ]ده +:0] كما يلي: 

J (r)=10x(1.07) 
و نمذج فريق ثان نقس التطور السابق بالدالة ج المعرفة على المجال ]-+:0] كما يلي:‎ ٠ 


00 
للستت ل 
1+9x(1,07)‏ 


بة و باختيار الخطوة! عين قيم الدالتين / و بم على المجال [0:10]. 1 
| واحدا على محور الفواصل و 1677 يمثل مائة من 
:ريج ابتداء من 9 على محور الثراتيب ) مثل جدول القيم 


© في معلم متعامد ( الوحداث: 16/7 


2. دراسة الدالة ۶ 
٠‏ اشرح لماذا القريق الأول يعتبر أن عدد الطفيليات يرتفع يوميا بنسبة 7% . 
اتجاه تغير الدالة / على المجال ]مه +:0]. 
الدالة / عند +. 
شاشة حاسبة بيانية المنحني الممثل للدالة / على المجال [0;80]. 


نها 
٠‏ أرسم على 
3. دراسة الدالة م 
٠‏ أدرس اتجاه تغير الدالة م على المجال ]مه +:0]. 
نهاية الدالة م عند «م+. 


على شاشة حاسبة بيانية المتحني الممثل للدالة ب على المجال [0:80] 


4. التركيب: 
قارن بين النموذجين المفترحين من قبل كل فريق من فريقي البيولوجيين. 
| يستعمل الفريق الأول نموذج ٠‏ 1/4/8 ' و الذي يعتبر أن نسبة التطور تبقى ثابتة بينم 


| وفق لموذج  ۷115١‏ ' الذي يفرض أن نسبة التطلور تلقص و من تم لا يتعدى المجتمع ح Ee‏ 


2 7an 


تعيين دالة: نعتبر الدالة / المعرفة على |ه+;0] بب: 


3+ 7 ء(م + »م) -(+) / حيث مو م عددان حقيقيان, 
و ليكن (©) تمثيلها البياني في معلم متعامد ( /., /: 0) حيث وحدتا الطول هما 17# على محور الفواصل و 5607 


على محور التر 
.١‏ أصب (+)” / من أجل كل × من ]+:0]. 
2. عين 4 و / علما أن الدالة / تقبل قيمة حدية عظمى عند 4 و أن النقطة (0:2) ۸ تنتمي إلى المنحني ( ©) 


دراسة دالة: نقرض في ما يأتي 4-1 و 1-- 5 إذن: 


من أجل كل ع من ]+1305 1)03 E‏ 
نج أن المنحني ( ©) يقبل مستقيما مقاربا (4) يطلب تعيين معادلة له. 


أآدرس نهاية الدالة / عند ممبد. 
2. حدد وضعية المنحني (©) بالنسبة للمستقيم المقارب (4). 
أدرس اتجاه تغير الدالة / على المجال ]ده +:0] ثم شكل جدول تغيراتها. 
ل ال 10). 


3: 
/(*) 


سم المستقيم المقارب (4) و المنحني ( ©). 


دراسة اقتصادية: جلت في الجدول الموالي مبالغ فواتير استهلاك الهاتف ( سنويا ) مقدرة بعشرات الآلاف 


بحيث يمثل ٠٠,‏ رتبة السئة بيئما يمثل ,ر مبلغ فاتورة تلك السئة. 


il | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 7 
HERNE ا‎ 
J | 1597 | 2 1 | 380 | 3,76 | 365 | 355 | 0 


سمح بتمذجة هذه الظاهرة بشكل مناسب. 
| لقول عن دالة / أنها مقبولة إذا كان من أجل كل ,ده 50.1 ]| رثز -(,:) /|+ [ 

٠.01, )©, 2١, ( مثل في المعلم السايق ( /. /: 0) النقط‎ .١ 

٠2‏ بين أن الدالة / مقبولة لنمذجة الظاهرء السابقة. 

3. صرح المسير المالي للثانوية أنه لو استمر تطور استهلاك الهاتف وفق النموذج السابق فإنه يترقب أن مبلغ الفاتورة 

سوف لا يتعدى مستقبلا 30000/2/1. 

هل أنت موافق مع هذا التصريح ؟ علل إجابتك. 


4لميكن © المنحني الممثل لندالة / في معلم متعامد و متجانس | هي 
الرحدة: 200 .نشئ © على لمجال [0:1[. واي 
1]. نعتبر الداثة بم المعرفة على ۴ ب + ما2- - (:) # 
17 تمثيلها البياني قي نقس المعلم. 

[.عين نهايات ۾ عند حدود مجموعة تعريفها. 


1ع م 
1 أ- تستسل دماح - + nار x= x‏ 


f (x)=lnx(lnx+2) .2 


4. انظر الشكل 
٠1‏ 2- (1+ندها)2- > (:)' م ادالة م متزايدة تماما على ]0:67[ 


النقطتين اللتين إحداثيتاهما (47:) و (1:0). 
6و ]دمب :ا] و© تحت ٣‏ في [6-2:1] 

11 لإلشاء 7 . نمثل النقطة ((20)/ر:م2) ,14 ٠‏ نمثل النقطة (( »)ع :۸)0 ثم 
تريط بين التقطتين. 


تمرين: (من بكالوريا) 
1. نعتبر الدالة / المعرفة على ]مه +:0]كما يلي: 
لها البيائي () و وستقيمها المقارب 4 الذي معادلته 1 = لر ممثلان في الشكل التالي: 


ا2 


nel 


1 2 ۴ 


ة المقروءة على التمثيل البياني: 


المستقيم 4 مقار 


للمنحتي (©) عند + 
اب- المنحني (©) تحث المستقيم 4 على ]مه +:0]. 


جه الدالة /متناقصة على [0:1] و متزايدة على ]مه+:1]. 
ل المعادلة # > (د) / على المجال ]مه +:0] ٠‏ 


060955211 


١‏ أ- برهن أن )٠(=1‏ / 1110 .عبارة (:) / تجعلك تفكر في القواعد العملية للتزايد 
المقارن علد --+ ل "0 و ". و لكن هنا لا تطبق هذه القواعد مباشرة. 
5ا-(د)/ 

مشتقة الدالة / مستعملا العمليات على اشتقاق مجموع › جداء و مركب 
دالتين.حلل (۸)'/ ثم ادرس إشارتهاء 

2. يمكنك تشكيل جدول تغيراث الدالة / أو استعمال المتحتي (©)ء 


ألو باستعمال الحاسبة ؛ رتب الأعداد 
لد الع اك 
رتب ترتيبا تصاعديا الأعداد التالية: 


10017 « 807 «13° «15 


اكتب على أبسط شكل ممكن الأعداد التالية: 
1 
تود 


على شكل قوة للعدد 3 


1 
822 


E oS 
b=(3*) x27 3< b=3 x81 « a= 9x27 


مع تطبيق الخواص الجبرية للدالة "6 جا 


مثا للبرهان أن ”*"4 = "0*0 لدينا: 


— (6 31 4 ( 


ل نعتبر المعادلة (£) التالية: 


1. بين أن المعادلة () تكاقئ المعا 


2.استنتج مجموعة حلول المعادلة (/). 
أل حل المعادلتين الثاليتين 
ف م سام 
1( 49 = )3( © 5= )5( 
لل نعثبر المعادلة (£) الثثلية: 0 6+ 52+ 4 


1) بين أنه بوضع '2 = ١‏ المعادلة (:4) توول إلى 
CD o‏ 


2)حل في 8 المعادلة (' ) .استنتج مجموعة حلول الى 


(E) 

لل حل المعادلتين التاليتين: 

 -29:53:-2 )1‏ 2) 9= “2.5-5 
[ حل المتراجحات التالية: 

١)ك<' 3‏ 2( <e‏ )3( 3( 2<سر 


54< "5 6 6 2= )4( 
8 نعتبر المتراجحة (£) التلية: 25 < 2*4 

أن (5) تكافئ المتراجحة 0 <4+:, 
ج مجموعة حلول (2). 

[77[] نعتبر المتراجحة650+'7.3-::3 
1) بين أنه بوضع '3- × المتراجحة () توول إلى 
(E') .... X*-7X +650‏ 

2) حل في 1 المعادلة (/).استنتج مجموعة حلول (۳). 
»في التمارين من 15 إلى 17 حل المعادلة و المتراجحة 


المقترحتين 
E‏ 3=0)1- 4+2 2 لدت كوباو 
-ı02°+12=0 (1‏ "2 
2) 12<0+10.2°- "2 
N‏ 7= 3+23 2 27 “23+ "3 
2( 12<0+10.2°- "2 
1) احسب المجموع "2 +... + 27+ 2+21 +1= ,3 
بدلالة ١‏ . 
2) من أجل قيم للعدد « يكون "10< ,5؟ 
[ عند رمي قطعتي نقد متزنتين « مرة (” عدد طبيعي 
أكبر أو يساوي 1)؛ احتمال عدم الحصول على 


الثنائية (6:6) هو - 3 


من أجل قيم للعدد « يكون 50,01 ,م ؟ 


لَه بسط الأعداد التالية دون استعمال الحاسبة: 
b= 55 a= YÎ‏ 


c= ¥4096‏ “يول »3 - ن 


axx (N4) 


b= 
الأعداد التالية:‎ 
B= ال‎ 
B=¥1024 -2 
8-57 25 
كتب الأعداد التالية على شكل أس ناطق‎ 
20+142 - 20 يطا للء‎ 


C=? (Vx) iB Aes 
0 

15-7 Ys =2 (1 

58 ex ) 

18 

YT لعا‎ G 


2 
+ 8 


وك ودعو 
ˆ 24= 32+3 


1) بين آنه بوضع ”× = ١‏ المعادلة (£) تؤول إلى 


المعادلة 6=0- ×+*× .... (E‏ 
2)حل في 5# المعادلة ('6) .استنتج مجموعة حلول المعادلة 


.)©( 


رع عين مشتقات الدوال التالية المعرفة على 8 


ب- استنئج تغيرات الدالة ر . 
5 7 معرفتان على 8 كما يلي: 
/)x(=)0.7(‏ و ")1.2(=)*)£ 


1.شكل جدول تغيرات الدالتين / و 8 . 


المنحتيين الممثلين للدالتين / و # في معلم متعامد 


3 دة معرفة على ب كما يلى: ”.| -(4) 


1 .بین أن / هي مركب دالة كتير حدود و دالة أسية ذات 


2.ادرس ادرس نهاية / علد ممت وعد 46 . 


/ردالة معرفة على 14 كما يلي؛ 7 


ادرس نهاية / عند »+ 


ليل تر المعادلة (:) التالية: "5 = "3+ "2 


وعتد ۱ 


5 
2.ادرس تغيرات الدالة ر المعرفة على 8 ب : 


ب- احصب نهاية × م1 × لما عريؤول إلى + . 
3 2 لما 4 1 
بح استتتج تهاية جگ لما يؤول إلى معد 


_1, Inu 


/)(= جگ‎ 6 f (= 


٠‏ في التمارين من 42 إلى 44 عين النهاية علد دم 
للدالة / المعرفة على ]د +:0[. 


05 ا دم ا ٠+۵‏ ا 0-0 
/(x)=e- (1 I‏ م مده 


دار 


سل سوس سد <( 


9 


im (1+2x)e™ (4‏ 
أي 1 / دالة معرفة على ب: *1(6-::2) - 9( 
عين نهاية f‏ عند مم 
2. م دالة معرفة على * ب: “ل - (د)م 
عين نهاية م عند + . 
لم احسب النهايات التالية: 
1( )1+ شد lim (e‏ 


lim (2 قمر‎ (2 


3( )1+ هد ام) lim‏ 2 


يرم / دالة معرفة على 1#ب* 
1.لارس نهايات ر جند مت و دجم 

2.ادرس تغیرات / .شكل جدول تغیراتها. 

3.ارسم المنحني الممثل للدالة f‏ في معلم متعام ومتجائس. 
[] احسب النهايات التالية: 


0 


2 


lim 
0 × 


lim xin? =x) (4 


lim (2x -3e' ‘lim-x+1+e™ 


1 
+3x+4)e * 0‏ م وثر 


2 BD 
x= 41n +1) 
9-410) 


سلا > 


عو حا 


slim Ox+ e =e" 


571 /ردالة معرفة على ' ب كد هار 
1. أ) ادرس نهاية الدالة / عند صب . 
ب) ادرس نهاية الدالة / عند0. 


2. بين أنه من أجل كل عدد حقيقي 0 #6عدة السؤال: /دالة معرفة على ]د +:0[ ب 
(2+3 


2 ر 


3 
ادرس نهاية الدالة /ر عند 0 و عتدهه+. 


استنتج نهاية الدالة أ عند ممه . 

[# عين مجموعة قابلية الاشتقاق للدالة / ثم 5 
احسب () ارقي كل حالة من الحاقين التليتين: ناء (۳2۔ (د خ0 ما دنا 
دور 2 1+ f=‏ 


ة معرقة على ] مه +:0[ ب × 6 -+ - (:) / 
لاشتقاق على ] > +:0[و أن من أجل كل 1 


f) x 


XK 1-5 ُ 1 
NO +n (1+ E A 
ملو‎ 4 n +2, ٹم احسب (د)/ اا‎ / 


نعتبر الدالة / المعرفة على المجال [0+٥]‏ بب 
f (x)=ax+(bx+e)Inx‏ 


حيث 4 (١‏ وء أعداد حقيقية و (©) هو المنحني الممثل 


أن / قابلة للاشتقاق على ]1:-.-[ احسب  ./1):(‏ للدالة / 


4:ارسم المتحلي الممثل للدالة /رفي معلم متعامد و متجائنسن 
لي دال معرفة على 8 =e:‏ (2)/ 

1.عين نهاية الدالة”/ر عند «ه- و علدمم+. 

2.ادرس تغيرات/رو شكل جدول تغيراتها. 

3.ارسم التمثيل البياني للدالة /رفي معلم متعامد ومتجالس. 
[ل] ليك نص سوال ٠‏ و الإجابة المقترحةة من طرف تلمية | .باستعمال المنحتي (©)و علما أن 2-3102 = (2) / 
أعد صياغة هذا الحل آخذا بعين الاعتبار ملاحظات بين أن اسه ده و2--م 
E.‏ 2.نعتبر الدالة بم المعرفة على المجال ]م+:0[ بي 


© ame 


8(x)=x+(1-2x)lnx 
أ-عين تهاية ۾ عند0.‎ 

اب- عين نهاية ۾ عد + . 

2.أ-عين الدالة المشتقة للدالة ۾. 


ب-ادر على ]ده +;0[ إشارة * 210- و إشارة 


استتتح إشارة (2)' بم و تغيرات ۾ ء 
ج- شكل جدول تغيرات ۾ 


[ نعتبر اة / المعرقة على | +:0] كما يلي: 
عد f (x)=‏ 


8 >€ .حين حصرا سعته 1077 للعدد ©. 


ج حل المعادلة ١ر‏ 


الجزء2 


العثير المتثالية )٠,(‏ المعرفة على 0! ب-: 


۴= بياذ حيث © هو العدد المعرف في 
الجزه! . 2ب 

ارهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيهي 0:0 < ر 
اب- برهن أن المتتالية (.») متناقصة. 

ج هل المتتالية ( .»4)متفاربة؟ إذا كان الجواب نعم مين 
انهايتها. 


1 
(دار في الحالة0» « ود م. 


انب تمع ,)0 +..... + ,14+ ) 
بین أنة ,۷= م« = رك 

جد ستتع ,9 ال 

3. نعتبر المتتالية ( ,٠)المعرفة‏ على ]18 بحدها الأول م»» ٠‏ 

0< ,۷ و من أجل كل عدد طبيعي 1 › "ميات يرال 

هل توجد قيمة ل۷ تختلف عن حيث من أجل كل عدد 

طبيعي 1 < ۸ يكون لدینا ٠,‏ = ,»۲ إذا كان الجوب نعم 


البحث عن دال 

في الشكل التالي لدينا التمثيل البياني (©) في معلم متعامد 
و متجانس [,0:7) لدالة / معرفة و قابلة للاشتقاق 

على 8 و كذلك مستقيمة المقارب 2 و المماس 7 للمنحني 
(€) عند النقطة التي قاصلتها0.نعلم أن النقطة (0:1) [ 
مركز تناظر للمنحني (©) و المستقيم (/ يشمل النقطتين 
(1:0-) ۸ و ل .المماس 7 معادلته 1+ ند( - 1) = ر. 


1. عين معاالة للمستقيم 8 
رض أنه يوجد عددين حقيقيين «/ ومو دالة ‏ 
معرفة على 1# حيث من أجل كل عدد حقيقي × : 
(ح)مخم (x)= m+‏ / مع 0=)%(0 lim‏ 
أ بين أن ١کم‏ ۰۳۵ 
به ياستعمال النقطة / بين أنه من أجل كل عدد. 
(r /(-x)*2‏ 
ج استنتج يمد التعبیر عن (×) / و (ت) ل 
© فردية. 


#-استنتج من السؤال ب- أن' /رء مشتقة الدالة f‏ زوجية. 
3. نفرض الآن أنه من أجل كل عدد حقيقي ‏ : 

“*-مزم + )= ()م حيث ۾ وط عددان حقيقيان. 
أ- باستعمال شفعية الدالة ©#ء بين أن 0 ط. 

بد احسب (×)'/ ۰ 

جد مستعملا معامل توجيه المماس 7 بين أن م-- © . 
د - استتتج عبار ة (:د) [ . 

[] نعتبر ادال / المعرفة على ]ممه:!1-] بد 


f (x)= ê +1 


!.احب (×)/ ”ا .بين ان المستقيم الذي 


الدالة ‏ عند (+٠‏ استعمل 


«(a -P? =)a-b() 7 + + ° ( تعلاقة‎ 


2 حب (+) / من أجل كل [-1:+٥]‏ 


الة /ر يقبل في النقطة (1:0-) 1 نصف 


كل |+;1-] عع :)1+ 2(7 - (ن)" / 
[4 دترا 


المعرفة على ۸ يب: 


/)»( = 


ي معلم متعامد (.0:1) حيث 


الجزء2: 


1- احسب تهايات الدالة ر علد د وعد سمه 
ب-فسر هندسيا النتائج المحصل عليها. 

2- احسب (::)'"/ حيث' / هي مشتقة الدالة ل 
اب- ادرس اتجاه تغير الدالة رثم شكل جدول تغيراتها. 


7 ramaeec 


3- عين معادلة المماس 7 للمنحني(0) عند النقطة التي 


قاصلتها0. 
ب-باستعمال الجزء!ء ادرس وضعية المنحني (©)بالنسبة 
اللمماس7 . 


4.ارسم المماس 7 ٠‏ المستقيمات المقاربة و المنحني (©) . 
نعتبر الدالة /. المعرفة على المجال |د +;0[ ب 


| لجا )ماد )تاكن 0<م و0-(0)/ 


ترمز ب (©) إلى المنحني الممثل للدالة “رفي معلم متعامد 
و متجانس ( , /: 0) حيث وحدة الأطوال هي 5٥‏ . 
الجزء1: نعتبر الدالة م المعرفة على المجال ]ده +:0[ 


+1 )ماد رماع 
»بين أنه من أجل كل 


3.شكل جدول تغيرات ۾. 
4.استنتج انه يوجد عدد حقيقي وحيد © يحفق 0= (8)6 . 
. 


<a<0. 


5 
ا 


'سئلة السابقة إشارة (:)4 حسب قيم :د. (لا 


منحني الدالة بم ٠)‏ 


الجزء2: 


1.أ-احسب نهاية (]د) /د عندما يؤول:د إلى مصد. 


(يمكن وضع 


ضام صلل 
ج- بين أنه من أجل كل | +:0[ ۰x٤‏ )بر = 0)/ ۰ 

شكل جدول تغيرات / على المجال | 
2. بين أن نهاية 0 > ()/. را .مادا تستنتج؟ 


ب-ادرس قايلية اشتقاق الدالة /رعند 0 . 
ج- عين معادلة المماس للمنحني (©) عند النقطة 0م 


3.لرسم (€). ا[ 


انعتبر الدالة أر المعرقة على ٩‏ يبة 

“م *زاجع) - () ر 

و() تمثيلها لني في معلم متعامد و متجائس (0:1.7) 

وحدة الرسم: 2077 

ET‏ )1 هي نض 
-1) «استتتج تغيرات الدالة كم 

im / )( - ص‎ - 


استنتج المستقيم المقارب ل (©)- 


» مثل يصفة خاصة النقط من (6) 
391 


ة «اذكرء حسب قيم العدد الحقيقي ۸ عدد 


0.-1. 


g(x) قم افاك‎ =e 
رمز ب(1) إلى تمثيلها البياني.‎ 
وغل فت يعد ضة رن يدور‎ E 
/ ):( عين إشارتها باستعمال إشارة‎ E 
./ شكل جدول تغيرات‎ /)١( د إشارة‎ 

3بين أنه من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما ب 


| لمت )سان 


بين أن المستقيم الذي معادلته : = بر مقارب 


4. بين أنه من أجل كل عدد حقيقي سالب تماما بن 
| ]م قدمام 

بين أن المستقيم لك الذي معادلته ‏ = :و مقارب للمنحني (17) 

ادرس وضعية (1) بالنسبة إلى .4 من أجل كل عدد 

حقيقي 0> × . 

5.ارسم (۲) 0 ولك في المعلم (0:1.7). 

۰ mT 
/(0= ب لا‎ E EES 

و (©) تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجائس (.0:1) 

١أ-‏ ادرس تغيرات على ]> +:0[. 

ب-عين نهايات / عند حدود مجموعة التعريف. 

نرمز ب٣‏ إلى المماس للمنحني (©) عند النقطة التي 


فاصلتها! .نريد دراسة وضعية المنحني (©) بالنسبة إلى ' 
المملن۲. 
2.اكتب معادلة للمستقيم1. 


3.نعتبر الدالة م المعرفة على ]م +:0[ ب: 
8(x)=»-1- f(x)‏ 

آل تضق أنه من لجل كل عد حت من ]ا 

[(حكك ]محم عل - 0م 
ب-احسب (1)' بم و ادرس إشارة(*)' بم كل من المجالين 
]انمز irl‏ 
جد احسب )١(‏ بو ؛ وباستعمال اتجاه تغير الدالة ع »لدرس 
إشارة(») ۾. 
r 3‏ 
4 ارسم 7 ثم(©). 


1. ۾ دالة معرفة على ]مه +:0] بد 


1+ 
.بين أنه على المجال ]مه +:1] المعادلة 


حلا واحدا © » أعط حصرا ل سعته 107. 


بم على المجال ]2ه +:0]. 


ل" )ر ذا کان 0<+ و 0(=0) / 


/ (0-200) 


يؤول × إلى0؟ 


نقبل أن ( +× ۲1۸+( 1۸)») ۸ 


حيث ى 5٠‏ وح أعداد حقيقية 


1.احسب (×)' / بدلالة ه عط وع. 


ات التوفرة في الشكل عن |[ )1 


ب- استتتج (ند) / 1ا 


3.أحيين أنه من أجل كل عدا 


: 3.استنتج أن (2 + + ہ31- “(ندها)2::)2 - ضر . 


4.عين نهاية / عند0 ( يمكن وضع × =-|١‏ ۲ 


ل 5.عين نهاية / عند دصل . 
6.بين أنه من أجل كل ]م +:0[ عندء 

(ا-ه ملع)(ا+ م20 - ور ل 
7.ادرس إشارة (1) / و شكل جدول تغيرات |/ ۰ 
1 . 1.لتكن الدالة © المعرفة على [0,1:0,3] بء 
ض)ع f()=‏ ع دام 
1.أ- بين انه من أجل كل [0,1:0,3] €> 0 <(۸) 0 
ب- بين أن المعادلة (2)م = ()/ تقبل حلا واحدا :© 
على المجال [0,1:0,3] 
2بين انه من أجل 0< بد 0< ()/ ٠‏ 
3.نعتبر الدالة / المعرفة على ]+0[ ب: f‏ ١۾‏ =۸ 


عن نهايات الدالة ب عند 0 و عند +٥١‏ .فسر 


المحصل عيها 


اب-احسب (۸) ۾ ,اد 


ن اتجاه تغيرا الدالة ب ثم شكل 


جدول تغيرائها. 


1 , نعتبر الدالة/ر المعرفة 
الموالي مرسوم تمثيلها البياني : 


) 


سے 


[/,,0:7) و مماسه عند النقطة 4 التي فاصلتها م يقطع أ- عين نهايات الدالة :/ علد 0 و عند + 
ب- ادرس اتجاه تغبر الدالة :/ على ]0:4[ 


ج بين أن (©)(ع د ۾) = (2) 

د عين قيمة مقربة إلى 107 للعدد (©):/ 

1. لتكن الدالة ‏ المعرقة على ]مه +:0[ب: 
عدما2 جج جا - نمام 

أ-ادرس اتجاه تغير الدالة ۾ . 

ب- احسب (1)م ثم عين إشارة على ]م +:0[. 


ج- استنتح أن:إذا كان 1> >0 فده[ )م 
1 3 
1 
و اكان 1< فى 0>| ل ام 
9 


:2 نعتبر الدالة المعرفة على ]م +:0[ب: 
عما-- )مر بذاكان 0< × و 0-(0)ر 


على المئحني الممثل للدالة /رم متعامد 


امب © 


و متجائس ([.0:7). وحدة الأطوال 2601 . 


[| - احسب (۸) ۴ و تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي 


1 

وجب تماما × ؛ | = | چ ×=( / 
1 

ل- شكل جدول تغيزات / 


ج بين أن المعادلة 0= (+)/ تقيل حلا © حيث 


3. 1- تحقق أن المماس 4 للمنحني © عند النقطة © 
عله × = لل 

اب > أدرس وضعية © بالنسبة ل4. 
7 > ارسم ىاو . 


, 4. نعثبر المتتالية [ي)) المعرفة ب: ]0:1[ € 


و من أجل كل عدد طبيء 


7 = J: 

- بين آنه من أجل كل عدد طبيعي : | > ,1> 0. 

اب بين أن المثثالية (./1)_متزايدة. 

ج استنتج أن المتتالية ( ,/4) متقاربة و عين نهايتها. 

الجزء الأول: تعتير الدالتين ب و #/ المعرفتين على 
|= +:0[ كما يلي: 

دما اده دومع j‏ وماعيىجدء لزنن 

1 ) احسب () م من أجل من المجال ]© +:0[ 

ثم ادرس تغيرات مم ٠‏ 

1 


۰ 


0 


2.) استنتج أن 0< ()م لكل × 

ب) بين أنه من اجل کل من ٠‏ 
دمازادى)+ وم +1= ضاق 

3. بين أنه من اجل كل تد من المجال ]ەه +;0[» / 

(x-Dinx <0 

4.استنتج إشارة ()/ على ]ده +:0[. 

الجزء الثاني: نعتبر الدالة / المعرفة على ]-ه+:0[ب: ٠٠‏ 

xlnx=(lnx)‏ جا وا 

و ليكن ,© المنحني الممثل للدالة رفي معلم متعامد 

و متجاتس. 

1.) احسب (1)/ر ااا سر النتيجة هندسياء 

ب) احسب (۸)/ زا 


2.) بين أنه من أجل كل عدد حقيقي 0 < × : 
= يور 
E‏ 
ب) استنتج اتجاه تغير الدالة f‏ . 
3. ليكن 4 المماس للمنحني ,© في النقطة (۸)1:1 


]) عين معادلة بة للمستقيم 4 . 
ب) تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي 0 < × : 


)ونا دمل عد ور 
ج) ادرس إشارة:.- (2)/. ثم استنتج الوضعية النسبية 
للمنحني ,© و المستقيم 4 ٠‏ 
4.أنشئ 4 و ,© .(نقبل أن ,© يقبل نقطة انعطاف فاصلتها 
محصورة بين | و 1.5). 
الجزء الثالث: 
تعتبر المتتالية )٠٠,(‏ المعرفة كما يلي: #/ = ر و من 
أجل كل عند طبيعي «: (,1) / = ,لاه 
.برهن بالتراجع أنه من أجل كل طبيعي « 1١‏ > ,ا >0 
2.بين أن المئثالية (,)) متناقصة. 25 
3,استنتج أن المتتالية (./4) متقاربة ثم احسب نهايتها. 


و ليكن © المنحتي الممثل للدالة / قي معلم متعامد ٠‏ 
الجزء الأول:دراسة دالة مساعدة 
الة/ المعرقة على +1 ب: 1+ “هلد ع (:):/ 


الدالة ۾ المعرفة على ۴ ب 


© عين حصرا للعدد سعته 107 
4.عين معادلة للمماس (7) للمنحني © عند النقطة 
قاصلتها 0 


(+ Duda) 


ج-استنتج وضعية المنحلي © بالنسية للمماس(7). 
6.ارسم© و (7) .تؤخذ وحدة الطول 2 على محور 
الفواصل و 5٥‏ على محور التراتيب. نقبل أن 

1,84—< م < 1.85= و 1.18-<)6(/ <1.19- 


° mares: 


تغيرات ؛/ و بين أن 0 < (:):/ من أجل :دمن 8. 


الجزء الأول: نعتبر الدالة / المعرفة على ]6 +:0] به ٠‏ 
و يناعن 0<م ر =o‏ | 
و ليكن © المنحني الممثل للدالة رفي معلم متعامد 

و متجانس (0:1.7) .وحدة الأطوال 5 

1.بين أن المستقيم 4 الذي معادلته 1 = ر مقارب للمنحني © | 


2.- من أج 


س تغيرات الدالة / ثم شكل جدول التغيرات. 

الجزء الثاني: 

الدالة بم المعرفة على ]+:0[ كما يلي: 
)4( يد-م)/ دضاعم 

دلتين 0-()م و1-0+:2- 4+ 

على المجال ]مه +:0[. 


2x+1=0 


+ تقبل حلا واحدا 


> ثم باستعمال الحاسبة عين حصرا ل © سعته 107 . 
3 1 
3 نضع لے 
و بين أن (2) / =۸ 

4. من أجل كل 0 < ۾ نرمز ب(,7) إلى مماس 
المتحني © عند النقطة التي فاصلتها ٠4‏ 

بين أن معادلة (,7) هي ×4 = ار 

ارسم المماس (,7) ثم المنحتي © ٠‏ 

5.استنتج من الأسئلة السابقة أن لكل المماسات (,1) 
للمنحني © (عند نقط فواصلها غير معدومة)«فقط المماس 
(,7) يمر بالميدا 0 . 

6. تقبل أن المماس (,7) أعلى المنحني © في المجال 
]0[ 

أ- بقراءة بيائية ٠‏ و بدون تبرير عين عدد خلول المعادلة 
/)١( =‏ حسب قيم العدد الحقيقي المعطى ٠7‏ _ 


= 4 .أعط حصرا ل۸ سعته '2107 


العدد المعطى «١‏ . 


زتها مع تعليل الجوات 
2د (م)رلء 
و © تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجائش: 
1. ) د )م lim‏ ب) 0-()/ lim‏ 


د) ك- ()/ lim‏ 


سب - () ثر lim‏ 


2. من اڃل كل عدد حقيقي *: 
f'(x)=(1-xln2 1‏ 


صرهعيم م 


f'(x)= 


Iç 


f '(x)=(1- 


عند حقيقي ×: => (») / 
4 


عند النقطة التي فاصلتها0 قوق 


إه +:0 [ب() “رما g(x)‏ 


من أجل كل عدد حقيقي 0< 0۸> (×) ۾ 


1 5 
amer 


1 
| 
1 
1 
1 


E 


2. غلى ]:0[ شارة (:1)' بر هي د 


3. على ]0:40[ :. تقبل قيمة حدية «مظمى تساوي3. 
4. /متناقصة تماما على المجال ]ا:0[ . 

5. المعادلة 0 - (×) / تقبل حلا واحدا في المجال [1:2] 
6. منحني الدالة /. يقبل مستقيما مقاربا مائلا عند --م.. 


2 

[ انكر إن كانت النيايات التالية صحيحة أو خاطئة مع 

اتبرير جوايك 
التكن الدالة / المعرفة على 1# ب “م (3+م-) - (+)ثر 
امن أجل كل 0< 3۰+×-<()/۶. 
2.محور الفواصل مقارب لمنحني الدالة /ر. 
N Cd‏ ٍ 
4. الدالة ع تقبل قيمة حدية واحدة. 
5.من أجل كل ”م < س , المعادلة = (:د) /. إما لا تقبل 
حلا أو تقبل حلين. 
6. الدالة / حل للمعادلة التفاضلية “ع ر 
[ /دالة معرفة على *1 ب: “عد - () كر 
اذكر إن الخواص التالية صحيحة أم خاطئة و علل اختيارك 
.١‏ من كل عدد حقيقي ند : 0ك (:د-) / (ند) و 
2. من كل عدد حقيقي ند : =٥‏ (:د) تر +(٭)' ر 
3. من كل عدد حقيقي × : 51 (») ر 
lim / (x)=0 .4‏ 


. 0-(ه)'/ lim‏ . 
6. المتصف الأول هو المماس لمنحني الدالة / عند النقطة 

التي فاصلتها0. 

َم لكل خاصية من الخواص التالية ٠‏ اذكر إن كانت ١‏ 
صحيحة أم خاطئة معللا إجابتك. 1 
.١‏ من اجل كل عدد حقيقي نه × = (*18)2 


2. يوجد عدد حقيقي » موجب حيث من اجل كل عدد 
حقيقي د + =(4) ۱۸ 
3. من اجل كل عددين حقيقيين موجبين تماما © و >اء 


nı 
ga 


4. يوجد عدد حقيقي × حیٹث 3= 2 
5. من اجل كل اغدد حقيقي موجب )نه بر > 1۹ 
6 يوجد عدد حقيقي موجب ندحيث + * '[3/2) 
7. من أجل كل عددين حقيقيين»: وار ؛ 


2 = Px 


د 


ولالم ليبئز 
1646 م 1716م 


د من ذا ل ليبنز إلى اكتشافاته بواسطة الهندسة و اختيار ترميزا مناسبا. 


هذا الاكتشاف المزدوج خلق بين الرجلين 


و بين مدرستيهما صراعا حول الأولوية. 


نيمة معلومة من أجل قيمة معطاة للمتغير. 


ن الشکل( ×) =f‏ ' ر و( ع) =f‏ 'ر. 


لالم ليبنز مكتشفي الحساب التفاضلي و التكاملي. 
اب المشتقة ) عن طريق علم الحركة. 


إسحاق نيوش 
12 م-1727م 


صحوووس رصم م رء ريني 


1) نعتبر الدالتين / و ۳ المعرقتين على ]م +:3-[ كما يلي: 
6 
(x +3)‏ 


۴٣ تحقق أنه من أجل كل × من | +:3-[ء (×) /=(٭)‎ ٠ 

ٿث من أجل كل × من ]+:3-[ء (٭) /=( »)6 
/ على | +;3-[. 

ان معرفتان على مجال 7 و ۴ قابلة للاشتقاق على 1- 

1 (*) /-(ع)”م نقول أن: 


بق سيار مستقيم بسرعة "1 "90۸. 
ة 58 ( 5 ثوان ) و صلت سرعتها إلى "7 ”135۸. 
من أجل ذلك تختار مبدأ الا ب ()) ند إلى المسافةء بالمترء 


بين اللحظتين 0 و ١‏ نذكر أن: 


1 


غ١١١‏ اك 


- 


2 


CIVA 


/ على المجا 


۸+( ۴)۸ جم »: © حيث 4 عدد حقيقي هي كذلك دالة أصلية للدالة / على المجال 1. 


ان ٩‏ و ا عددين حقيقيين من المجال 1. 


بين أن العدد (0) ”7 -(8) / لا يتغير إذا استيدانا الدالة الأصلية “/ يدالة أصلية أخرى 6 للدالة / على 1. 


57 ames 


1. الدالة الأصلية لدالة على مجال 


تعريف: / دالة معرفة على مجال 1- 
الة / على المجال / كل دالة ۴ قابلة للاشتقاق على / مشتقتها ۴ هي 7 


من أجل كل × من اء (>) /=(+) ۴ 


مثال: + اة ۴ المعرفة على ٩‏ بب 1+ +3- * + ( #) ۴ هي 


×=( ×) ۴ هي كذلك دالة أصلية على 
G(x)‏ 


فإن كل الدوال الأصلية للدالة / على 1 هي الدوال؛ 


توجد دالة أصلية وحيدة ۴ للدالة / على المجال 1 تحقق الشرط 


مستمرة على / فهي تقبل دوالا أصلية على /و لتكن 6 إحدى هذه الدوال الأصلية. 


ن أجل كل × من ٠.1‏ 6+( *) 6=( ×) ۴ حيث ‏ عدا 


أي أن (,ع) 2- . لقد تم هكا تحديد العدد الحقيقي »مء 


على المجال / تحقق الشرط  (',‏ (نئد) 7 و لديناة 


F(x)=G(x)+3, =6 (xe) 
التفسير البياني:‎ 
/ التمثيلات البيانية في معلم ( آر. 7: 0) للدوال الأصلية للدالة‎ 
تستنتج من أحدها بواسطة‎ 


انسحايات شماعها آر ‏ حيث ۸ عدد حقيقي. 


(x 


واحد فقط من بين هذه التمثيلات البيائية يمر من النقطة ( ٠ر‏ 


a سدس‎ 


طريقة: تبات أن / دالة أصلية لب / على مجال / يكفي أن نثبت أن / قابلة للاشتقاق على / , 
كل بر من ۰1 (×) /[-()'7- 


حل: ۴ دالة ناطقة معرفة على ]مه+:1-[ م 
2 - -(1+ 1 

0 ر 0ا 0 E)‏ 

(x +1) (x +1) 3 


-1)(1+x +1)‏ ]د ]+ (-2[1 )م 
ED‏ 


5 


الة أصلية لب / على المجال ]مه +:1-[. 


انعتبر الدالة / المعرفة على 8 بب: :05+ +28 > (2) / 
1. عين كل الدوال الأصلية للدالة مم على 7# 
| 2: عين الدالة الأصلية /_للدالة /, على 1# و التي تحقق 1- - (5) ۴. 


الدوال الأصلية للدالة / على 8 هي الدوال + +١‏ :دجم :د حيث ۸ عدد حقيقي. 
F(x )=x? +sin‏ ن جهة ثانية 1- > () ۴ . 
)۴ يعني 1 72-0 و مئه 1-۳ ۸. نجد هكذا أن *-1- ×ہتو+ 2 -(+) F۴‏ 


A PpASSAN-NEeT 


باستعمال طريقتين مختلفتين بين أن 7/ و © دالتان أصليتان لنفس الدالة. 


ل: الطريقة الأولى: نه من أجل كل بد من | ٠[2:+‏ (+)/6-<(:)'/ 
و1 x41‏ 4 0 

من أجل كل بد من |هه +3[ e)‏ لكك 60 
0-2 2-2 


ل كل :د من |« +:2[ ١‏ ( »)6= ( )”7 . الدالئان هما إذن ذالتان أصليتان لنفس الدالة. 


الطريقة.الأولى: نبين أنه من أجل كز ٠2:‏ ۸= () 06-(:) 17 حيث ۸ عدد حقيقي: 
من أجل كل :د من ]ده ا 2( ا 2 =( F(x)-G (x)=‏ 
x 3‏ 


1. الدوال الأصلية لدوال مألوفة 


| | 


| من أجل كل :د من ۸0۰1( :)»ا 


sinx +c 


tanx +0 


KESE 


2u to 


تم الحصول على النتائج الملخصة في الجدول الموالي انطلاقا من قراءة عكسية لمشتقات دوال مألوفة. 
الدوال الأصلية للدالة / على المجال / هي الدوال . يمثل © عددا 


© (4 عدد حقيقي ) 


(neN’)x" 


(n>2,neN) 


COS 


1+ tan = 


cos x 


Lû 


(neN’ ) uu" 
ف‎ 
2 


(nz2sneN)“4, 
0 


0 


و أن الذالة / من الشكل 1٠"‏ مع 5+ 
») أي أن (1+ ») 2=( ٭×)'» و 


xl f(x )] ‘Rc 


٠‏ يظهر و أن الدالة ‏ من الشكل مع 1م 


()» أي أن و مده( 2)٤‏ = 3 تيد 


و بالثالي قإن من أجل كل × من ۰ ( »)3= (») 


أي ا+ 


+ 


دزع)ه 


N 
x += مته‎ 
> (x) 


f = اع‎ 


()” أي (5+ع2+ دم 


u(x )= 


هكذا أز 


3x2 


ل 
ur)‏ 2 


G(«) 


6 


( »)۽ آي أن 5 


21١‏ 62)ام 


اتعاريق: معادلة تفاضلية هي معادلة: 1 
1. المجهول قيها دالة غالبا ما ترمز إليها باارمز بء ج أو حرف آخر. 77 
2. تظهر فيها بعض مشتقات ر ( المشتقة الأولى ”٠ر‏ أو مشتقات من رتبة أكبر “از , 


3. تسمي حلا لمعادلة تفاضلية (8) في مجال / كل دالة © تحقق ( )٤‏ قي 


ة +| جم ×: بر هي حل في 8 للمعادلة التفاضلية: 056: 
2. المعادلات التفاضلية من الشكل (×) ٠١”-/‏ 

مبرهنة: إذا كانت / دالة مستمرة على مجال / و كانت / دالة أصلية لها على / فإن حلول المعادلة التة 

(×) /- “نر هي الدوال ار حيث: (+٩‏ *) / - ر مع © عدد حقيقي ثابت. م 

. وال ر التي تحقق ( ») /ر- ”ر هي الدوال الأصلية للدالة /, على / و منه إذا كانت 


الأصلية ل / على / هي الدوال ++( ») ۴ جا :د حيث © عدد حقيقي. 


1 1 
المعادلة التفاضلية + - ”ر قي | +:0[ هي الدوال لر حيث: +٤‏ —-= ار مع » ثابت حقيقي. 
1 1 


المعادلات التفاضلية من الشكل (+) 'ر-<”ر 
لنة: إذا كانت / دالة مستمرة على مجال / و إذا كانت ۴ دالة أصلية لها على / و كانت © دالة أصلية ‏ 
۴ على / فإن حلول المعادلة التفاضلية ( ) = ”ر هي الدوال لر حيث: + ترع+ ( ) 26 لر 


أصع ,© و ,6عددان حقيقيان ثابتان. 


اليرهان: نعلم أن )= ”ر و منه (») “ر- ”نر تعني (×) “ر- /بر) أي,»+(+) ۴= ٣ر‏ حيك: 


دالة أصلية للدالة '/, على / و,© عدد حقيق 5 
# >( تعني ,+ ,+( 3) 6= ر حيث 6 دالة أصلية للدالة ۴ على 1.,© و ,»عددان حقيقيان 


من جهة 


١ 
) 1 الدالة ۴ قابلة للاشتقاق على / فهي إذن مستمرة على هذا المجال و بالتالي فهي تقبل دوال أصلية على‎ ( 

مثال: حلول المعادلة التفاضلية »اء = ”ر في 1# هي الدوال 'ر حيث: ط+ ممه + 6دهأة- - لز . ۵٠ط‏ ثابتان. 
0 


4. المعادلات التفاضلية من الشكل «”-- 
مبرهنة ( دون برهان ): ا كانت عددا حقيقيا غير معدوم فان حلول المماذلة 
الدوال ار حيث: جيه لوي + جوت 26 بر TET‏ 
ملاحظة: يمككنا ان نتأكد من أن الدوال بر حيث: »ده اد +٥‏ »ده ومن ,۲= ار » مع رن و وععددان حقيقيان 
ثابتان. حلول للمعادلة التفاضلية '«و40- ”نر و ذلك باشتقاق الدالة بر مرتين. 
مثال: حلول المعادلة التفاضلية '21- = ”ر في 1# هي الدوال ار حيث: ( ۷2 )ملق ,+ )2 =e eos)‏ ر 


مع ,© و ي“عددان حقيقيان ثايتان. 


0 


+ +2 أون2 جم ند هي الدالة | + ×2 | ذو جم × و دالة أصلية للدالة 
4 


2 4 2 ١ 
٠ تمرين محلول3: نعتبر المعادلة التفاضلية (8) 0- برم+”ير.‎ 
حل المعادلة التفاضلية (2) . 2 م‎ .1 


2 عين الحل ٣‏ الذي يحقى الشرطين: =( )۶ و0 


نلاحظ أولا أن 0= ارأ+” ر تعني '(2- - ”ار و منه فإن حلول المعادلة التفاضلية رج- ”از هي 
الدوال ١١‏ حيث: 5101753 ,+ 53 ومن ,= ار مع ,© و يحعددان حقيقيان ثابتان 
2 2 1 2 
ديلا م رادي + F| = |= 2g F ( (=0, C0S7X‏ و0-| =| F'‏ 
DE‏ 5 


e, sin Fx +E, COSA e 
2 56 11 
2-5 ا له 3 ع‎ 
a أي‎ a 1 تي‎ 2١ 
5 3 1 ١ 
1 1 5 5 
سكن‎ 0 |r sin rey cos =0 £ 0 
2 : 0 1 213 
2 5 ١ 
يم و ملسست .جد هكذا: 7810756 مح ب - () م‎ >: 
1 3 


2+1 
نعتبر الدالة / المعرقة على المجال ]م +:0] كما يلي: E‏ 


و ليكن ( ,) تمثيلها البياتي قي معلم متعامد و متجانس ( ل, 1: ©)- 
1. أحسب ( ٭) / زا . ماذا تستنتج ؟ 
2. أدرس اتجاه تعبر الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. 
3. عين معادلة (4) عماس المتحني ( /©) عند النقطة ذات الفاصلة 0. 
4. أرسم (4) و( ۰)٥,‏ 
ب- نتكن ‏ الالة الأصلية لدالة / على المجال | +:0] بحيث 0(=0) ۴. تعيين عبارة(۲) ۴ غير 


()= 


1. فسر وجود الدالة ۴ على المجال ]مه +:0]. 


درس اتجاه تغير الدالة ۴ على المجال |ه+:0]. 


3. تعتبر الدالتين 11 و 7 المعرفتين على المجال ]+:0] بب: 
H(x)=F(x)-x‏ و K(x)=F(x)-5x‏ 


3 


تغير الدالتين ۸1 و × على المجال ]م +:0]. 


» استنتج أنه من أجل كل × من | +;0]ء تدك ( «) ۴> . استتتج نهاية ادالة  e‏ 


3 
أن المعادلة 5ح ( :د) ۴ تقبل في المجال ]ده +:0] حلا وحيدا © ثم بين أن > 5 © 5 ١ ١6‏ 


1 . 


انعتبر الدالة / المعرفة على [1:1-)- 8 كما يلي: ج 


أحسب نهايات الدالة / عند حدود مجموعة تعريقها. ماذا تستنتج ؟ 
س اتجاه تغير الدالة / ثم شكل جدول تغيراتها. استنتجء حسب قيم دء إشارة ( *) .f‏ 
3 أرسم في معلم المنحي ( ©) الممثل للدالة /. 

اب لتكن ٠۴‏ 6 و // الدوال الأصلية للدالة / على الترتيب على المجالات ]1-:-[ء]1:1-[ و ]ه+:ا[ء 
4 ما هو اثجاه تغير كل من ۸ء © و 11 على مجموعة تعريف كل منها!؟ 
5 تحقق أنه من أجل كل » من [1:1 E ETE R=‏ 
6. استلتج عبارة كل من 6٠۴‏ و ۸4 على مجموعة تعريف كل منها: 
7. شكل جدول تغيرات كل من ۴۳ 6 و // مع تحديد النهايات. 
8. أرسم في نفس المعلم التمثيلات البيانية للدوال */. © و 1 


© gm 


9 الدوال الأصلية للدوال ع( ×) 11ج × 


إذا كانت / دالة قايلة للاشتقاق على مجال / فإن: E.‏ 
ه الدالة “هجا د: ۶ قايلة للاشتقاق على / و لديتا من أجل كل × من 1ء ( )1=( ) 31١1177‏ 
ه الدالة (““ع جم × دالة أصلية للدالة 3""(عز) يرجم بد على 1. ٠.‏ 


تطبيق 1: عين في كل حالة من الحالات التالية دالة أصلية للدالة / على المجال /: 


1 
د ملد( ر ٠‏ اس د )ر عد 


.1=R < / (x)=cos(2x)e™™ .4 


2 “كمد زمر 


تطبيق2: نعتبر الدالة / المعرقة على بب “463 - ( *) “ر 


العددين الحقيقيين © و / بحيث تكون الدالة ۴ المعرفة بب '*»( 0+ )=( 7)١‏ دالة أصلية الدالة 


أ خاصية: إذا كانت ا دالة قايلة 


و موجبة تماما على مجال / فإن: 


عل 3 
اق على ا والتيدا ین و |0 )*( / 


٠‏ الدالة | () #]هاجم ×: / قابلة للا 


0 الدالة [(*) ]دا جم :د دالة أصلية للدالة‎ ٠ 
u(x) 2 


(x)= 3‏ را إمرمزع ب 


3 پچ( »)ر ۰ 0 


عتبر الدالة / المعرفة على ]هه +:2-[ بب ج 


2 استئتج دالة أصلية للدالة / على ]-+:2-[ 


تبر الدالة / المعرفة على | 0:4[ ب ر - () / 


1. عين العددين الحقيقيين » و / بحيث من أجل كل x‏ من | + :0[ 7 


2. استنتج دالة أصلية للدالة / على ]د +:0[ . 


وضعو 
© تمثيلها البياني في معلم متعامد و م 


. .بين أن ۾ فردية ثم ادرس تغيراتها‎ ١ 


تمرين : ( بكالوريا) 
1. لتكن الدالة / المعرقة على [2:2-)- 8 ب : 


ف = 


4ت 


2نبين أنه يمكن كتلية (:د)/ على الشكل: 4.احسب مشتقة الدالة / المعرفة من أجل كل 
E A‏ مغر حيث راهن +ع اما(ه +ع - )م 
x+2‏ 7-2 ۾ عدد حقيقي . 


3.عين مجموعة الدوال الأصلية للدالة / . 5.استنتج دالة أصلية للدالة م على المجال ]د +;2[ 
11 لتكن اة ب المعرقة على [2:2-]-8 ب 


0ك 
5 إمر+ء - )۾ 
+| 


82 » «- ينتمي إلى R-]-2;2[‏ 


> (-)/ و منه /ردالة زوجية 
ع 


إذن الدالة “رمتناقصة تماما على المجانين ]0:2] و ]-+:2[ و متزايدة على تقبل الا 
١‏ +[ و ]0 


چ زوجم ا جع ال-2 م | ماج - )۸۰ ابت حقيقي 
4 


f) 11‏ ع )م١‏ 
على ]2->[ و ]م 


إنن (۸) 4 تنعدم عند 0 ٠‏ تكون موجبة 
| و سالية على ]2:0-[ و ]+25[ . 


lim [/() =x] =0 د‎ lim [f(0 =+] =0 نينا‎ 


إذن الملحني ')يقبل مستقيما مقاربا مائلا معادلته 


كار علدمت و علد دمو 


تعن xtln|‏ دوم 
فتكون دالة أصلية للدالة ع على ]مه +:2[ هي: 


التجعا مره جع)- اسم +(e‏ - وي 


تمرين: الجزءان 1 و 11 مستقلان 
الدالة ‏ المعرفة على 8 كمايلي: 1+ 22/.- (ب)ر 


1. نڪر 


2. نفرض 


F(0)=0 أن‎ 


"۴ المشتقة الثانية للدالة ۴ على 12 . 


الة © المعرفة كما يلي :دما (ما+حم) - (:)© . 


الة /تقبل دالة أصلية ۴ على 


للمماس (7) للمنحني © عند النقطة 0 التي فاصلتها0. 


ول وضعية المنحتي © بالنسبة للمماس (7). 


الحقيقيين © و 7 لكي تكون الدالة 6 أصلية على المجال ٠]‏ +:0[للدالة ۾ المعرفة ب: 


2. معادلة المماس هي : (7)0/ +(0-+)(0) / = ر لاحظ أن (۸)/ =(٭)۴ 
3. اتجاه تغير الدالة 7/ يتوقف على معرفة إشارة (»)'۴. 
4. الدالة '/ متزايدة تماما على ۳۸ و 0 - (0)/ (شكل جدول تغيرات الدالة ۴ 


لتلاحظ إشارة */). 


u" 

N 
اضع (۸)» =(6)۸ فتجد 2 »مو 3-=ط‎ 1 
11)3(- 6)+(+ ۸ مجموعة الدوال الأصلية // للدالة ب هي الدوال من الشكل‎ .2 
و بوضع الشرط » = (0)// تجد الدالة الأصلية المطلوبة.‎ 


5 #0( و مشتقة الدالة ال 


المجالين ]0:-[ و ]د +:0[. 
2. هل يوجد عدد حقيقي ثابت © حيث من أجل كل * 
من *ء G(x)=F(x)+e‏ ؟ 

3.اشرح النتيجة المحصل عليها. 

|4| و مدن 


2.عين الدالة الأصلية 6 للدالة /رو التي تنعدم من ایل ا 
[ /دالة معرفة على ]دم+:0[ كما يلي: 


1ءتحقق أن لدالة 7 المعرفة ب_: 
=(×) ۴ أصلية للدالة / 


2 


)1+ )مادج مل x‏ 


على ]+:0[. 

2. عين الدالة الأصلية © للدالة /و التي تنعدم من اجل1. 
* قي التمارين من 6 إلى 10 تحقق أن الدالة ”/ أصلية 
للدالة /, على المجال / ثم عين الدالة الأصلية على / التي 
تتعدم من أجل ر×. 


6 F(x) =2 +1 8 
2x 

3 355 n(x)=-15* < g(x) = 

(۸) EET n(x) (x)= 


2+ “ي10-- زداع < ثرو-4ود زعم ١‏ 
ا 1 كع أده - وام ٠‏ 


2 1 
+ 2- د() 0 .. =+ علدو 
1 2 


: /()=-2sin [2 


2 (x0 


=2 ١ (O reer + 8 لى‎ 
0 ر‎ 
1=R “ F(x») 
=0 6 ل‎ (x)= =e 4 
]ضبنو[ در‎ ٠ F(x)= x(n =D GN) : 
eT /(N)=ms ا‎ 


!بين أن 6 و © دالتان أصليتان لنفس الدالة على كل من قي الارن دنا ای ااانا ي 


11 
ا ا 
4« لمعي لال 
م += )/ 
لك عين الدوال الأصلية للدالة على المجال 1 : 


1=R › 2 )2(-3*-2* )5‏ 
٠‏ في التمرينين 21 و 22 تعرف على الشكل ٠"‏ 
للدالة / ( 7 ©7) وعين مجموعة دوالها الأصلية على 


المجال / 

I=R /(x)=(x-1) (1 5 
ر‎ 2 
/(»)=3(3x+4) (3 
f(x)=e"(e' +1) (4 


1()= (na? (5 
دور‎ (+1) (1 BE 


f (x) =3cosxsin? x (2 


f (x)= tan بے‎ ( 6G 


(=0, |s 


2 
IR « /()=e™(e* +2) (5‏ 
٠‏ في التمرينين 23 و 24 ؛ تعرف على اکل س 
١,١ < 2(‏ ©) و عين مجموعة الدوال الأصلية للدالة / 
على المجال / . 
8 0 حدم + |2 دز 


1=] ٠ O 


(2 


0( 21 ا |= أي تعرف على ال 


الأصلية لدالة ار على المجال 7 - 


my (4‏ -0)ر + إصبن[-/ 
“)ترم جع 5-5 E‏ 
E (‏ )نه 128 


تعرف على الشكل "'» و عين مجموعة الدوال 


. 1 الأصلية للدالة / على المجال‎ 4 
1=R O. (1 (e +20“ 
1=R 6 ا‎ 
x(n x+ 2) 
1 =]0:+e| 
1I=R 
1=]-1:+-[ 


[[۴ تعرف على الشكل المناسب للدالة / ثم عين مجموعة 
الدوال الأصلية للدالة / على المجال ]1 . 


1( )2+( مد زر 1=R‏ 

3 ]ابص[ در 

]صدنا-[ ع 1 

< ]34[ د / ا۵2 - 

1 

ا 6 ا = ]صب[ عر 
IR‏ [ ا عبن دة اسلية على 1 لكل من الال تاره 
(Ossi 1 0‏ حر 


2 عثمعء )ل 
3 يومد مود زمار 


1=] < (9= (5 


3 المعدلات الملاشلية REESE‏ 
٠‏ قي التمارين من 31 إلى 34 ٠‏ حل قي 8 المعادلة 
التفاضلية 

1) ادع 2 دار 
لله '' , 


م للاجعة دار 
7 


y" =cos(2x)-2sinx (4 


)136 تعتبر الدالة رالمعرفة على ]0:1[ كما يلي؛ 
2-1 
(x=)‏ 
1. عين العددين الحقيقيين » و ۵ حيث من أجل كل عدد 


حقيقي ۸ من ]0:1[ : مك رار 
5 


2.استنتج دالة أصلية ۶ للدالة /رعلى المجال ]0:1[ تحقق: 


f(x) 


يي نعتبر الدالة / المعرفة على +٥٠]‏ :1[ ب : 
3+ =)* 00 


0( 
1. عين العددين الحقبقيين © و ط حيث من أجل كل عدد 
حقيقي × من ]+1[ : 


(e) 
[1+] ت ا للدالة “رعلى‎ 
[1+٥] دالة أصلية ۶ للدالة / على المجال‎ 3 
.F(0)= 
نعتبر الدالة / المعرفة على ]-+:1-[ كما يلي:‎ 
32ے‎ 
= 
عين العددين الحقيقيين © و 7 حيث من أجل كل عدد‎ .1 
0 
2 TT 
.[1; +٠] استنتج مجموعة الدوال الأصلية للدالة / على‎ .2 
ارين من 39 إلى 41 (:)/. عين دالة أصلية‎ 
على المجال المعطى‎ 


1=]l:+e[ « f(x») 


م 
ميمه زمار 


5 تنا ور 2 


+x+6 
عب (۰) ,عى شی | += ا‎ 
%+3 2-خ‎ 


2+3+2 
5 دون 1 
اكتب )٠(‏ / على الشكل =[ 
/ دالة معرفة على 14 ب: + "وه - (2<) | 
'"تحقق أن × 4× وم = نردوم )x(=‏ / 
2. عين دالة أصلية للدالة / ۴. 
/ دالة معرفة على 12 كما يلي: 


. fJ(x)=sinx+sin x 


حقيقي × من ]-م+:1-[: 


(x=) 
1 اكب (::) على الشكل‎ 


1. تحقق أن × ”05× مذه- 2 0ز25 f (x)=‏ 
2. عين دالة أصلية للدالة مر على ۴ . 
27 / دالة ود ۴ كما يلية 
xcos? x‏ “ملو ع 0 
b sa E 1‏ 


2. استنتج دالة أصلية للدالة / على . 
5 / دالة معرقة على 1# كما يلية 
J (x)=sin“ xeosî x‏ 

‘ f (x) =cosx(sin 


/ (x) - دوم‎ 


f :x H+ tan" x + بها‎ 


دالة أصلية للدالة ٠‏ على / و التي تنعدم من أجل 0 
[ نعتير الدالة /المعرفة على ٨8‏ كما يلي: 
دعوم f (x)=‏ 
)"م f(x)‏ 
دالة أصلية للدالة “رعلى 14 
[57 نعتبر الدالة/ المعرفة على ٨‏ كما يلي: 
f (x)= asin‏ 
1. تحقق أن الدالة /رتقبل دالة أصلية #على ۴ من الشكل 
F(x) =axcoss +bsin‏ 
2.عين الدالة الأصلية للدالة ر على و التي تنعدم من 


2sin 1 


ا 


أجل .x‏ 
51 عبر الا المعرفة على 7 كما يلي: 
“متم زر 

1. عين العددين الحقيقيين © و 8 حيث تكون الدالة ۴ 
المعرفة على 12 ب "62 (0 + ×ط+ #نده) = (نر)6 أصلية 
للدالة / على ۴ . 

2.استنتج دالة أصلية للدالة /رو التي تنعدم من أجل 0= × 
إذا كانت دالة / قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على 
مجال 7 و إذا كان © > فإن الدالة ۾ حيث ”رح م 


قابلة للاشتقاق على 2 و ”راث -ام 

تطبيق' عين الدوال الأصلية لدالة عل اجا م 
) دصار [+: 
ب) += 


+/(0=(r+DNx+1 (+‏ إسجنا-[دم 

|53 لتعن الاكة زمر ا 
ر 

1.عين العددين الحقيقيين 4 و / بحيث يكون من أجل كل × 

من ]م +:0[: +a‏ دور 

2.استنتج دالة أصلية للدالة على ]م +:0[. 

00 / المعرفة على ]© +:2[ كما يلي: 

مله - ضار ١‏ 

تقة للدالة ج المعرفة على ]0 +: 

:د- | + كد | ا(۵ + د) جا»: م حيث 4 حقیقي معطی 


2.استنتج دالة أصلية للدالة اى + ندا ها جع :1/ 
.عين دالة أصلية للدالة / على ]ه+:2[. 


ع الدالة / المعرفة على ]م +:0[كما يلي: 
66 


J) 
2-1 
ا لو‎ 
وار‎ - 42 e ees 


2 سدم لتيجة السبقة ارد دن لصا دة رع 
المجال ]+0[ 


بو سرف على کا 

خم (5 +ع 1- :222) =0( 
1.احسب الدالة المشتقة الثانية" / للدالة /ر ٠‏ 
2.تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي × : 
J (e) - 46 +2f (0)‏ 


5 لتكن الدالة / المعرقة على كما يلي: 
/(x) =e“ cosx‏ 


:لصب () ۴ و(" 


2. جد العددين الحقيقيين © و 5 
عند حقيقي × » (:)' إط + (::)" / 
5 الة أصلية للدالة / على 
الدالة 'رالمعرفة على 8 كما يلي: 
)(/ 


جد دافة أصلية ۴ للدالة /على 
F(x)= P(e‏ 


الة / المعرفة على كما يلي: 


f (x)= e" (acos Ox + Bsin x) 


حيث .© :6 و0 أعد 
2 نعتير الدالة المعرفة على 1 كما يلي: 
تدوم كمد =e (sin‏ زياع 


متجانس (0:7.2) 


1.1 


عين مجمو عة تعريف الدالة / 
ب” احسب نهايات الدالة ر عند حدود مجموعة التعريف. 
ج- احسب (#ل) / 
د- عين المستقيمين المقار 
مع المتحلي (©) . 
ه- ارسم (©). 


من أجل كل عدد حقيقي 0< ند :0< (2) / 


7 


بين للمنحني (©) و تقاطعهما 


2. أثبت انه 


3. ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي » و جود و عدد | 
حلول المعادلة ذات المجهول × : 


-3+6In x =0‏ )4(1 
1 . لتكن الدالة بم للمتغير :د المعرفة 
عى ]= +0 کا ا هلكا لب += 


1۔ احسب سم 
2.احسب (2 م من اجل كل × من ]مه +:0[. 
3. استنتج تغيرات الدالة بم على ]ده +:0[. 
4. عين معادلة المماس ('7) للمنحني ('1) الممثل للدالة ۾ 
عند النقطة التي فاصلتها 1. 
5. بين أن المنحني (17) يقبل نقطة انعطاف يطلب نعيين 


إحداثياتها. 


6. احسب 5)0(« 


1 
-وا. 
2 


0=(×) ۾ تقبل حلا محصورا بين 


المنحني (۲) يقبل مستقيما مقاربا 2 يطلب 


المنحني (۳) بالنسبة إلى المستقيم 


سم (7) 2٠‏ و (۲) في المعلم (ز. 
إل نعتبر الدالة / المعرفة على 1# ب : 
»د ودار 

1. أ- احسب المشتقات المتتابعة للدالة / إلى غاية الرتبة 
5 

ب- جد علاقة بين الدالة /ر و مشتقتها ذات الرتبة 4 
التي نرمز لها بالرمز #/ر 

الة أصلية ۶ للدالة /ر على ۸ , 
2. من أجل كل عدد طبيعيي 7 

تضع: ]ہ2[ F‏ -[ 6 اج سة) ]1 = ,لا 


‘sins 


الست 


ا“ لصب م 


ب- بين أنه من أجل كل عدد طبيعي 1/ : 


ج- بين أن المتثالية (,») هندسية ٠‏ حتد أساسها . 
استنتج نهاية المتتالية (,//) ٠‏ 


إختيارمن متعدد| 
لكل الأسئلة التالية » إجابة واحدة صحيحة؛ ما هي ؟ 
1. / هي الدالة المعرفة على ]م+:0[ ب: 


دالة أصلية أخرى © للدالة / على ]مم+:0[ معرفة ب: 
+x+1‏ 6 


Gx ا‎ 
2x(x+1) 


على (1 .ب) ۴ متناقصة تماما على 12 
ج) ۴ ليست رتيبة تماما على 12 


/ ب *- 1- - (ند)‎ R 


او ,6 هو متحني بياني لدالة 


'صحيح آم خطأ ؟ 
قنع انكر إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة مع 
اتبرير جوابك 

1. دالة أصلية على المجال [0+٠]‏ للدالة / المعرفة به 


3+2 5 فة 
“3 =(»)/ هي الدالة ٨‏ المعرفة به 0 


2 


1 
x 


2. “ردالة معرفة على 1# حيث إشارة (::) /ر معطاة ب: 
x‏ 


708 AD 


حدية صغرى ل/ على 8. 
3./دالة سالبة تماما على [1:3]. إذا كانت/ دالة أصلية 


على [1:3] فإن: (2.2) ۴ <(2.1) ۴ ۔ 
4. دالتان مختلفتان يمكن أن تكونا دالتين أصليتين لنفس 


ة يمكن أن تكون أصلية لدالتين مختلفتين . 
6. الدالتان / و المعرفتان على ]مصد:0[ ب : 


ا +=( 


ETE 


أصليتان لنفس الدالة / على المجال ]مم+:0[. 

7. الدالة / التي دالتها المشتقة' /. معرفة ب: 

> - (:د)' م تقبل دالة أصلية على ٠‏ | 
1 

1 


8. /دالة معرفة على ][ص+:3[ب: > =(*) / ا ١‏ 
الدالة / تقبل دالة أصلية 7 على ]+:0[ تحقق 0= (2) ٠۴‏ 
9. /دالة معرفة على " ب: × )x(=‏ ل 
الدالة /ر تقبل دالة أصلية / متزايدة على “18 
0. "/ دالة أصلية لدالة / معرفة و مستمرة على مجال 1 
إذا كانت / موجبة على مجال [::4] فلن (ط) ۴ <(») ۴ 


الكفاءات المستهدفة 


ار 7 


# توظيف خواص التكامل لحساب مساحة سطح معطى. 


ثابت بن قرة.. إقليدس العرب 


أرض الجزيرة شمال العراق؛ بتركيا الآن. 
'ق؛ وقال عنه 'يورانت ول؟: إنه أعظم 


علم التكامل والتفاضل؛ كما 


٠‏ وهو الذي مهد لإيجاد 


به وتمكن من تطوير وتجديد نظرية فيثاغورث: وكانت له بحوث 


ظيمة وايتكارات رائدة في مجال الهندسة التحليلية؛ فقد ألف كتابا في الجبرء شرح فيه العلاقة بين الجبر والهندسة» 
گيغية التوقيق بينيماء واستطاع أن يعطي حلولا هندسية لبعض المعادلات التكعيبيةء وهو ما أفاد علماء الغرب فيما 
بعد في تطبيقاتهم وأبحالهم الرياضية في القرن السادس عشر: 
و يجدر ينا أن نذكر أن ثابت بن قرة مهد لحساب التكامل وذلك عندما وجد حجم الجسم المتول من ذوران القع 
| المكافئن حول محوره و حين حل معادلة من الدرجة الثالثة بطريقة هندسية و ذلك في تابه مذخل . 
ومن مؤلفات ثابت الرياضية و الهندسية: E‏ 

TE 0 


ل 


الجزء الأول 


نزود المستوي في كل ما سيأتي بمعلم متعامد و متجاتس ( 


7: 0) حيث وحدة الأطوال هي 107 


1) نعتبر الدالة ,/ المعرفة على ٩‏ بب 3- ( *) ,ل 


و ليكن (©) تمثيلها البيائي في المعلم المتعامد و المتجانس ( 


-(ع)يل. 


و المتجانس [ثر, 0:1). 


'©): محور الفواصل 


مز يب ر إلى مساحة الحيز مجموعة النقط ( : 3) ۸1 من المستوي 
حيث 53 51 و (ع)ررك رک0 

٠‏ أحسب بي ١‏ المساحةر۸. 

]# للدالة ,/ على‎ ٨١ عين دالة آصلية‎ ٠ 

,)1(-,)3( أحسب‎ ٠ 


4) ماذا تلاحظ في الحالات الثلاث ؟ ضع تخمينا. 


: 


الجزء الثاني 

5 ق 1 1 

لة / المعرفة على المجال [0:1] ب بح - (*) / 

و ليكن (©) تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس ( أر, 7: ©) . 


انعتبر 


هل يمكن» باستعمال قاعدة في الهندسة؛ حساب ۸ مساحة الحيز الملون في الشكل (1) ؟ 
أحسب 4 مساحة الحيز الملون في الشكل (2) و ۸4 مساحة الحيز الملون في الشكل (3) . 


3 
/ (x) 
المساحة‎ 


) استنتج حصرا للمساحة 4 


النتيجة المحصل عليها متلائمة مع تخمينك الذي وضعته في السؤال 4 من الجزء الأول. 


2[ ب 2+ - (+) م. و ليكن (4) تمثيلها البياني في المعلم المتعامد 
و المتجائن ©6). لتكن النقطة (1:3-) ۸4 و لتكن النقطة ۸ مسقطها العمودي على محور الفواصل. 
رمز ب “44 إلى مسقطها العمودي على محور الفواصل. 


ترمز )١‏ 6 إلى مساحة شبه المنحرف M1‏ 1 '۸۸. 


ل المنحني ( 4) فاصلتها :د و 


أحسب )١(‏ © بدلالة د ثم تحقق أن (») ۾ > ()/6, 


أحسب (1-) @. ملاا تستتتج 8 


س أن 5-1 
٠‏ أحسب ( )١‏ 6 بدلالة :. ماذا ثلاحظ ؟ 


أحسب (1-) ©. ماذا تستنتج ؟ 


وو 17 


ل تكامل دالة 
1. الدالة الأصلية و مساحة حيز تحت منحن 
خاصية: / دالة مستمرة و موجية على مجال 1. © و ط عددان حقيقيان من 1 حيث > ه. ( ,€) منحني / 
٩‏ في معلم متعامد ( 8, 0:۸) و ۴ دالة أصلية لب f‏ على ١1‏ 
1 إمساحة الحيز تحت المتحني ( /©) بين العددين » و 6 هو العدد الحقيقي (2) ۴-(0) ۶ . 


5 الساحة هي مساحة المستطيل 0۸۸8 


حيث × هي النقطة التي إحدائياها (1:1)- 
2. تعريف التكامل 
دالة مستمرة على مجال /. 4 و / عددان حقيقيان من /. إذا كانت / و © دالتين أصليتين للدالة / على / فإنه 


۵ 
و جد عدد حقيقي / بحيث من أجل كل × من ٠1‏ ۸+( ×) ۴=( ٭) ۰6 


G(b)-G (a)=[F (b)+k |-[F (a)+k |= F (b)-F (4) قينا‎ 


نلاحظ هكذا أن العدد (») 7 - ( 8) ۴ مستقل عن اختيار الدالة الأصلية للدالة / على المجال 1. 


.1 دالة مستمرة على مجال / . © و / عددان حقيقيان من‎ / : ١ 
| يسمى العدد الحقيقي (4) ۴-(() ۴ء حيث ۴ دالة أصلية للدالة /. على 1ء التكامل من ۾ إلى 5 لل‎ 


و ترمز إليه بالرمز 4( :) /] . نقرأ:” التكامل من ۾ إلى ط لب ( :د) / تفاضل × *. 
ملاحظة. 


عمليا لحساب العدد 48( )٠‏ / نقوم بتعيين دالة أصلية 7 للدالة /على مجال 1 يشمل العددين ۾ و ط ثم نكتب؛ 1 


| jf (e )ax =[F (+) =F (0) F(a) 
jf (xar -/ )/(4/ فيكون لدينا مثلا‎ .... ٠۲ بأحد الحروف‎ ٠ يمكن استبدال المتغير‎ .2 
7 6 77658 خاصية: "ردالة مستمرة و موجبة على مجال 1 و ۵ عندان حتيقزان ن 1 يت‎ 


في معلم متعامد و ٨‏ دالة أصلية ل / على /. مساحة الحيز المستوي المحدد بالمتحني ( /©) و بالمستقيمات التي 


معادلاتها 4= x‏ » 0= بد و0= ار هو العدد الحقيقي ff (xar‏ . 


. (3? +1)ax =[-x* +x} =(-6)-(0)=—6 د‎ 


ar 1 e 2 
. e+ الا‎ 0 2 


5 


3. 0-(1)-(1)ء ‏ ] =[-cosx‏ نل 
: اتل ليقي اال هو لاقة . 1 aT‏ 
ب اعمات الي 1( r (e )ar‏ 2( مر ميل م (a‏ 


| ترق امكلولة: تهبر لاق تسرف على 5 
أرسم على شاشة حاسب بان المنني ( ©) لسم ادالة 


[ه )| احطعع اام 


WINDOW 
a ر الشكل المقابل‎ .1 


حيث = 2=( »)۴ 


مساحة الحيز. بوحدة المساحة (4 ٠)‏ تحت المنحني بين العددين 1- و ١‏ هي؛ |4133 = ماد 


ىا )1 


| ا غ 1 3 | j‏ 


3. وحدة المساحة هي 1.5٥‏ × 200 أي 370 و بالتالي فإن مساحة 


a) 


الحيزء بب * «. تحت المتحني بين العددين1 له تك أي 107 


ا خواص التكامل 
1. علاقة شال 1 
خاصية: / دالة مستمرة على مجال 1. من أجل كل أعداد حقيقية © »ط و © من / لديتا: 
E‏ + : 0 
[f (ar + f (e (ax = ff (x (ar‏ 


/ على 7 فإن: 


كانت / دالة أصلية 


5 
ل‎ x (Jas + jf (e (as = =[F (»)-F (a)]+[F (c¢)-F ()]=[F (¢)-F (a)]= {f ( 


jc (4 =r () 


خاصية: / و م دالتان مستمرتان على مجال / و عدد حقيقي.من أجل كل عددين حقيقيين 6 و 6 من 1ب 
5 0 31 
4ع) (x )]as = ff (x (ax + fs‏ م +(ع) fU‏ د )2( (ak =k f (rar‏ رك 


أنه إذا كانت / و G‏ دال 


أصليتين على الترتيب للدالتين /. و # على المجال 1 فإن 


الة 4+ / على المجال /1.و 


U ()+ e («Jar =[F (x)+e تزع‎ =[F ()+G ]-[زم)‎ (4)+6 (a) 


=[F()-F (a)]+[e (0 )-G [(م)‎ - ff (4 + je ) ل(‎ 


نتبع ملهجية مماثلة علما أنه إذا كاتت / دالة أصلية ل / على / فإن ۴ دالة أصلية لب // على 1. 
3. المقارنة 


خواص / و © دالتان مستمرتان على مجال [ 4:0]. 


من أجل كل × من [0:]4:0 < (:«) / فان 0< jr (Jar‏ 


(2) اذا کان من أجل كل ب من [:0]: (:) ۾ > () / فك (ear‏ مز > (Jae‏ رأ 

البرهان: - ١‏ 1 
العلاقة (1): إذا كانت 7 دالة أصلية ل / على / فإن من أجل كل × من ۰1( ») /=( »)۴ و بما 0= () 7 
على [ 4:0] فإن / متزايدة على [0:0] و بالتالي (8) */ 5 (4) ٨‏ آي 4(20) ۲ -(0) ۴ ومنه 0< f (e)‏ 


باللسبة لبرهان العلاقة (2) يكفي أن نلاحظ أن 0< ( :) )٠(-/‏ بم و تطبق النتائج السابقة. ١‏ 


|[ طريقة: نكتب؛ حسب قيم ٠+‏ عبارة )2 فونه سه تعر BE‏ 


حل: 
بل كل عد من [0:1]:  *-1>0‏ إذن 1 


ه من أجل كل 


طرائق و 


× كثير حدود من الدرجة الثانية جذراه 1-ء 1 و بالتالية 


1<0-*: إنن 1-* 


ه من أجل كل × من [1:3]» 


ارين محلولة 


لدينا: ۱(4 - f(x‏ + حك [1 + r‏ )| = مإ دعل + علا 


8 = [sin x de و‎ 4 = c05 × نعتبر التکاملین: جل‎ 
03 


0 7 
أحسب 8+ ۸ و ۸-8 ثم استنتج ۸ و 8. 0 
حل 3 

- 4 

6 .A+B= [cos جع‎ sin عله‎ = B = (eos x+sin" عع(‎ jar =|] دن‎ 
U 

1 S3r dr = [ints =B = (eo x sin? Jar = feos 2d sin 2x 
3 | لين 5ك هجا و :تمدام : ين عل عذه المئلة تمد 6ك و1‎ 
00 3 2 4 

d 


تمرين محلول3: نعتبر التكامل ب 
5 


٠1‏ بين آنه من أجل كل , من [0:1] ٠‏ اعلى. 
2. استنتج حصرا للعدد /. 


>1:]0:1[ من أجل كل / من [10]0:1 < */+1 و مئه من أجل كل / من‎ ٠١ 


| >0 و بتطبيق خاصية المحافظة على الترتيب تستتتج أن a = fiar‏ 


وبماآن 1= إ[م] jiar‏ فان 


1 
3 2 . من الواضح كذلك أنه من أجل كل / من [0:]0:1 < 7ر1 


و منه 0< /. تستنتج هكذا الحصر التالي: 1> />0 


ل القيمة المتوسطة 
1. القيمة المتوسطة لدالة على مجال 


نقرض أن الدالة / موجية على المجال [ ۲ 
البياني للدالة / قي معلم متعامد ( ل , 0:1). 


m(-a)= [/ )»( يعني مه‎ m=- 


تعلم أن 0( ) /] هو مساحة الحيز الواقع تحت المنحني ( ©) بين 4 و 0- 


ي يعداه 7-4 و 77( القيمة المتوسطة ). 


-8) هي مساحة المستطيل 


هكا فإن //: القيمة المتوسطة ل / على [ 4:0]: هي * ارتفاع " المستطيل 


ته 5-4 و الذي له نفس مساحة الحيز الواقع تحت المنحني ( ©) بين © و طا 


حص تفن المضلعقا 
2. حصر القيمة المتوسطة 

|اخاضلة /دالة مستمرة على مجال [0:]. _ 

ذا وجد عددان حقيقيان ۳ و 16 بحيث من أجل 


ن أجل كل × من [ /:4] لدينا: 14 > ( ») /> 7 و منه و باستعمال خاصية المقارئة يكون لدينا: 


ue‏ ع mas > jf (e)‏ .اق (rar <M ae‏ > | و بان == عت نحصل على 
(ه-م) m(b=a)< {f (x Jar SM‏ 
حالة خاصة: إذا كانت / دالة مستمرة على مجال / وكان 4 و عددان حقيقيان من 1 و وجد عدد حقيقي 8 
بحيث من أجل كل × من ۰1 5۸4 |() /| فان | | ioe‏ 
التفسير البياني في حالة / موجية و 0< «: مساحة الحيز ثحت المتحني 


الممثل ل /. بين » و ۵ محصورة بين مساحتي المستطيلين اللذين ارتفاعهما ر و ١1‏ 
و عرضهما - 0 كما أن القيمة المتوسطة // هي الأخرى محصورة بين 0 و ٠0‏ 


1 1 
x “dx x % =‏ = 
EE 2 1‏ 
2. مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني ( ©) و المستقيمات 1ë‏ 5 | 
ات معادلاتها 1= × و 0= ر تساوي مساحة المستطيا 1 
١ 1 1‏ قللللتا 
48 الذي بعداء عنما أن (1:0) 4 | :1 )۰8 | :1= | © و (1:0-) ۰5 
| لتكن / دالة تآلفية موجبة على مجال [ 4:0] حيث >0 
| برهن أن القيمة المتوسطة للدالة / على | :4] هي الوسط الحسابي للعددين (8) / و (5) /. 


حل: نفرض أن 7 + ×=( ) / حيث ” و م عددان حقيقيان مع 0 8 
يما أن / موجبة على المجال [ 4:0] قإن +4( ) /] هي مساحة الحيز المحدد 
9 
باتمنحني الممش للدالة / ( قطعة مستقيمة ) و المستقيمات التي معادلاتها على الترتيب ا 
حيز هنا شبه منخرف و بالتالي لذينا 6 EE EE‏ 
(0) /+(ه) لي دير 0 
(b-a‏ 500 در 
b-a‏ 2 
(a)+/ (b)‏ 
الوسط الحسابي للعددين (6) ازو (ط) ٣ر‏ هو ا 


أ تمرين محلول3: نعتبر الدالة / المعرفة على ]+:1-[ بب (1+ *) ما+! -(+) / 
1 آدرس اتجاه تغير الدالة / على المجال[1- 0:6]. 
2. استنئج حصرا ل ( ) /. 


3. استنقج حصرا للعدد الحقيقي 4۲( ۲) /| = 1 

حل 

١‏ لدينا من أجل كل . من ]1:4[ 0 1 ()' / إذن / متزايدة تماما على +:1-[ و مله على 
المجال [1- 0:6] ١‏ 


2. نستنتج أنه من أجل كل من [1- 0:6]. (1- 4) “رك () "> (0) / أي 2 > (») “ركاء 


3 بتطبيق حصر القيمة المتوسطة تجد (2- 2)٠‏ > مه( :) 1 )2 


: 120 e ae 


ل التمديد إلى دالة إشارتها كيفية 
1. تكامل دالة سالبة على مجال 

لتكن / دالة مستمرة و سالية على مجال [ط:]. و ليكن ( ,) تمثيلها البياتي قي معلم متعامد (آر,7: 0). ١‏ 
> ترمز يب ۸ إلى مساحة الحيز (1 المحدد بالمنحني ( ,©) و بالمستقيمات التي معادلاتها 
٠‏ .م :ل - + و0= نر و بب “4 إلى مساحة“2 الحيز المحدد بالمنحني ( ر_©) 
غ = »= .y =0 x‏ 


و بالمستقيمات التي معادلا 


بما أن / سالبة على [4:0] فإن /- موجبة على [4:9] و بالتالي 9#( >) ۶| =۸ 7 


/ النسبة إل الفواصل فمساحتاهما متساويتان | 
'حيزان (1 و 0 متناظران بالنسبة إلى محور الفو يتان أي 


فق عه(») | =۸ 000077 4( :) /إ هي المساحة الجبرية للحيز 2 


سالبة على [ 4:0] و تكون موجبة إذا كانت / موجبة على [0:0]. 
2. تكامل دالة تغير إشارتها على مجال 
على مجال [/:4]و ليكن ( /©) تمثيلها البياني في معلم متعامد ( ر,7: 0). 


مع مومع ر. 


ز ب 4 إلى مساحة الحيز 4 المحدد يالمنحئي ( /,©) و بالمستقيمات التي معادلاتها © 


لشكل أعلاه أن / موجية على [ 4: ©] و سالبة على المجالين [:»] و [ط:4]. 
نرمز ب ,4 إلى مساحة الحيز ,(/: ب ,ا إلى مساحة الحيز ,2 و بب ,4 إلى مساحة الحيز ,12 . 


jf (Ja 5‏ =4 ا 


لدينا ,+ ,4+ 4= ويماان (Jat‏ 


فك A == ff (x (ar + f (x a = fF (x)‏ 
ملاحظة: 
بصفة عامة لحساب مساحة حيز محدد بالمستقيمات التي معادلاتها 4 = «٠ ٠‏ ند و 0= /ز و بمتحن ممثل لدالة f‏ 
تغير إشارتها على [ 4:0] نقوم أولا يتحديد المجالات التي تحتفظ فيها الدالة بإشارة ثابتة ( سالبة أو موجبة ) ثم نطبق 
النتيجة المناسبة على كل مجال من هذه المجالات. 


و منه زوين (ء- امتكقم) 2 (2) 6 


بما لن م - (0.52+1-) ونا و علما أن 0= ءال 
فان 0= e‏ صا و منه (ه/)»2 - (4)2 سنا 
| تمرين محلول2: تعتبرالدالة / المعرفة على [:0] ب 2+66 -[4) 7 1 5 
1. أدرس اتجاه تغير الدالة / ثم حدد حسب قيم × إشارة ( :) / . 51 
2. أرسم تمثيلها البياني ( ©) في معلم متعامد و متجانس. 7 
أ 3. أحسب ا مساحة الحيز المحدد بالمنحي( ©) و بالمستقيمات التي معادلاتها 0= »= ند و0= ء | 5 
حل ۸ 
للدالة /. لفس اتجاه تغير الدالة 05ع جا 6د فهي إذن متناقصة تماما على المجال [0:25] . / 
4 
1 8 0 
ینا < - (0) / و (۳) “رو منه حسب مبرهنة القيم المتوسطة تقبل المعادلة 0= ( ») / حلا وحيدا في [0:5] 
2 2 2 
“د.نستنتج أنه من جل کل بد من | :0:0 <(4) / 0 
ن أجل كل × مڻ f (x)S0«‏ 


3بتا ياد+ ۸= ۸ حيث 4۲( ) /] = ,1 


| 
va sin | 


1 
ua» A= |> 1 


aE 


ER 5 


ل توظيف الحساب التكاملي لحساب دوال أصلية 


1. المكاملة بالتجزئة 


اق على / و منه الدالة الجداء ۷ قابلة للاشتقاق على / و لدينا : 


ان » و ۷ قابلتان للاشتقاق على 1 فهما إذن مستمرتان على /. لدينا كذلك الدالتان » و أ۷ 


(uv) كد‎ + 


مرتان على / و منه الدوال ٠٠٠ ٠‏ و مجموعهما ( «») مستمرة على / . بحساب التكامل من ۾ إلى م نحصل 


J (x )ar = (e) (x + (x (e ar iz‏ )] و باستعمال خواص الخطية نجد: 


f) ( ) (e = ]»”)(« (+ (4: + ]»)2(‏ و علما أن الدالة « دالة أصلية للدالة '[:«) فإن 


(١‏ )م + :4( *) ( f)‏ = '[(») «( ») »] و هكذا نصل إلى النتيجة: 


fe (x v(x (ax =[e (x )v (x) = لمك‎ (a Jak 


2. الدالة الأصلية لدالة و التي تنعدم من أجل قيمة 


البرهان: نضع /4(/) /] =( ۶)۲ و منه إذا كانت دالة أصلية للدالة / على المجال / يكون لديناء 


() 6©-() ©-(2) © و بالتال: من أجل كل × من ٠١1‏ () /=(×)'6=(٭) ۴ 


نستلتج أن الدالة ۴ دالة أصلية للدالة / على المجال / . يالإضافة إلى ذلك لدينا: 0 (4) ©-(4) © > (4) ۴. 


إذن الدالة ۸ هي الدالة الأصلية الوحيدة للدالة / على / و التي تنعدم من أجل 4». 


ملاحظة؛ من الواضح أنه ا كلت ///(4) 1 F(x)‏ فك زع .۴'(x)=/‏ 
مثال: نعلم آنه من أجل كل . من [0:٠]‏ . : () (10) كما تلم أن 0= (11)1 و التي لدیدا: 


من أجل كل + من |+:0[. ا 


طريقة: لاستعمال المكاملة بالتجزئة تكتب / على الشكل ٠1×۷“‏ 


حل: 


1 ضع 1= +=( )ت > =e‏ () ۷ ومنه 1=( 0)۲ ۰ 


De fe a 


يتطبيق ميدأ المكاملة بالتجزئة يكو 


ومنه =1-)e-1(=-‏ ]داك 1. 


الإمكان وضع *م-(+) 1 ٠‏ 4-1 دت(8)"٠‏ ومن‌تم “مد-(ع)نب ×- 


فاب فوس تعمل على تعمل لكثر سيدا من الارن 


2 تضع ±=(+)» ١‏ دملقد (ع)" ومنه 1=(») u‏ > عومه-د(») ۷ 


دومع 


يتطبيق ميد المكاملة بالتجزئة يكون لدينا: د ×05 1 - 


طريقة: يمكنا دائما وضع ( *)” (٠‏ )1=( ) » حيث 1=( )”. ا 


ا7ل .التو ات لعزاى 


لدالة |١١‏ جم :د مستمرة على المجال ]ده +:0[. و يالتالى فدالتها الأصلية التي تنعدم عند! هي الدالة / 
لمعرقة على المجال ]= +:0[ ب /4()) مل] =( )x‏ ۴ 


سبع (۴ )ھا( )س . 1-(6)*ن ومنه 4د () د =() v‏ 
1 


لتجزنة يكو +i‏ | = علا .= بل [nr = jx‏ د (e)‏ 
7 


ومنه 1+ د sx na [i] =x lax =(x =1) =x laa‏ )م 
الدالة الأصلية للدالة ١‏ جا د هي الدالة المعرفة على المجال | +:0[ ب 1+ جد رما )1ك ()) . 
ملاحظة: الدوال الأصلية للدالة ٠٠١‏ جا ٠‏ على المجال |0:٠|‏ هي الدوال +٤‏ += :ا دجا بد حيث 8 € 


او بصفة عامة نثيت بإتباع نفس الطريقة أن الدوال الأصلية للدالة (4 )١ا‏ جا :د على المجال ]مه +:4-[ هي ١‏ 
الدوال ۲+ ۸-(۵+ 1)۲( ۵+ :)جا ند مع © عدد حت 


eae‏ حص س س 


ا بعض تطبيقات الحساب التكاملي 

1. حساب حجوم بعض المجسمات البسيطة 
الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ( 6, ل, 1 0) محاوزه ( ٠)‏ (۶<) و (5 
5 رحد الحجوم (49) هي بحجم مترازي تارات الفا 02 71091579010 
که نعتبر في الفضاء مجسما محددا بمستويين موازيين للمستوي ( (۲0) معادلتا 
E‏ 


١إخاصية!:‏ ن (2) 5 مساحة مقلع المجمم يستا+ 
راقمه ج حيث ط> 4>2. 7 0 


ليكن ( ©) المنحني الممثل لدالة / موجبة على مجال [ 4:0]. دوران المنحني ( ©) 


المحور ( 4 1) يولد مساحة دورانية محورها ( 14) التي بدورها تحدد مجسما 


دورانيا محوره ( ٠)٠‏ لتكن (( ::) /: ») 11 نقطة من المنحني ( )2 AB‏ 
1 المتحتي ( ©) حول المحور (*) يمستو مار من 4 

(5:) هر قرص مساحته * ۴×10 أي [(») /]××. 

خاصية2: حجم مجسم مولد بالدوران حول المحور (4+:) لمتحن ([©) م 

8 

مجال [0:0] هر العند الحقیقی ۷ حیٹ: + [(٭) /] +| = 

ا 0 
2. المسافة المقطوعة على مستقيم 


لرمز ب  ))(‏ إلى المسافة المقطوعة من قبل نقطة متحركة عند اللحظة /. تعرف السرعة اللحظية )١(‏ 7 لهذه 


القطة المتحركة عند اللحظة / بالعلاقة: (7)” جح كك 2 (4) ٠‏ آي م4()) ۷= عل. 
71 


نعتبر في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد و متجاتس ( ۸. 3. 1: 0) محاوره 
(5)» (250) و (22) الكرة التي مركزها 0 و تصف قطرها ۸ . 
مقطع هذه الكرة بمستو مواز للمستوي ( (0*) و راقمه > حيث ۸> 2> #- 


هي دائرة مركزها( 2)0:0:2) و نصف قطرها /0© - ۲ مع 8 - .0M‏ 


ا 
لدينا في المثلث القائم 00۸١‏ - 4 = 75 و مله مساحة القرص الذي مركزء2) و نصف قطره ۸ هي || 
(2- ۲)۸ =(:) 5. الحجم هو إنن: :2(4- ٣)۸‏ = :4(:) 5] = ۷ر بالتالي | 


4 
VaR uy و منه‎ V =r R r| | RF ->R جام‎ 


1. أحسب 4 مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني( 
2. أحسب ۷ الحجم المولد بدوران المنحني ('©) حول م 


اد أ[ sin»‏ = عل ]cos‏ دم إثن ماده 


v = عل [(ع) رأم]‎ = feos? x ds 


AP AAI 


ون ومن +1 


TT 
ك 5 © و منه دالة أصلية للدالة × “ون + الدالة| +2 وني أ ب‎ 
8 و 5 ادثومه جر ند هي الدالة| 2۲ او + ع |2 جر × على‎ 0 


: نعلم أن /4(/) "| = » و منه 44( 'ء+ /2)] = #د. دالة أصلية للدالة ' 


rr? +e’ 
.x = [+e [ =(4+e ومنه 3+م-*مد(م+1)-(‎ 


إذن المسافة المقطوعة بين اللحظتين .1 - ,/ و 26 - ي/ هي «,(3+»-*6). 


f79 د‎ agen - 


ر 5 و و مستمرعن على مجان [4:8] أو لوكن ( 6 0 2 
متعات (ل, ۰)01 
انهدف إلى حساب؛ في وضعيات مختلفةء ۸ مساحة الحيز ( /) المحدد بالمنحنيين( /©) وا 
اللذبن معادلتاهما على الترتيب »> + و ا= /د. 
1. المثال الأول: نعتبر الدالتين / و # المعرقتين على المجال [0:1] كما يلي: 
20 ,و g(x)=x**‏ 


3 


ه مل على شاشة حاسية بيائية المنحتيين ( /©) و( ©): 
» برهن أنه من أجل كل × من [0:1]ء (×) م8 <(*) / 


يرر اتيجة: +[ [) ۾-(١)‏ /]] = ۸ ثم أحسب 4 بوحدة المساحة. 


2. المثال الثاني: نعتبر الدالتين / و + المعرفتين على 1# كما يلية 


+22+1 و9‎ f(r)=x*-3 


»)€,( مثل على شاشة حاسية بيائية المنحنيين ( ,©) و‎ ٠ 
و( ,)) مع تعيين 4+ / فاصلتي نقطتي تقاطعهما.‎ )) 


. 37 تسمي (/") و( ؛”) محولتي المنحنيين ( ,")) و( ,©) على الترتيب بالانسحاب الذي شعاعه‎ ٠ 


و ليكن(0) الحيز المحدد بالمنحنيين( 7©) [١‏ © ©) و بالمستقيمين اللذين معادلتاهما على الترتيب 4= × و 0= ٭. 


يرز لماذا للحيزين (©) و ('() نفس المساحة 
٠‏ برهن أن #[()م-()/ ]] = ثم أحسب 4 بوحدة الساحة. 


| القيجة: إذا گات و م دالتين مستمرتين على مجال [4:0] بحيث من أجل 
فإن مساحة الحيز( (/) المحدد بالمنحنيين( ,©) (٠‏ ,) و بالمستقيمين 


3. تطبيق: العتبر الدالة / المعرفة على ]ه+:0[ يب = 
لبكن ( ©) تمليلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( /.. /: ©) حيث وحدة الطول هي 2 
1. أدرس تغيراث الذالة / مخددا تهايثيها عند0) و علد دو 

2. بين أن المنحني ( ,) يقيل مستقيما مفاربا مائلا (3) يطلب تمبين معاالة له. 
3. أدرس الأوضاع النسبية للمتحتيين ( ,©) و (4). 

4. أحسب بب 670 مساحة الحيز المحدد ب( ,€). (4) و المستقيمين اللذين 


الجزء الأول 
تعتبر الدالة بم المعرفة على ]هه +:0] بب (1+ )10 -. 


2 
E aT‏ 
1.عين نهاية الدالة ۾ عتد + . 


2. أدرس اتجاه تغير الدالة ۾ . 


3, بين أن المعادلة 0=( ») م تقبل حلا وحيدا © قي المجال | +:1]. تحقق أن 2 >4 > 7 . 


4. باستعمال حاسبة بيانية عين حصرا للعدد © سعته *107. 


ارة ( :) بم على المجال | +: 


5 حدد» حسب قيم اء 


: 


نعتبر الدالة / المعرفة على 1 ب 0(=0) / و من أجل كل #0 ر 


/ (x)= 


n(x? +1) 


يكن ( ©) البياني في معلم متعامد و متجانس ( آر. 7: 0) حيث أن الوحدة هي «20. 


المنحني ( )٤‏ عند النقطة ذات الفاصلة 0. 


ل ند من إهه+:|-[ء تدك (ا+ «)ماء 


In(/?) زعث)مر‎ _ In(2) 
ET 1 0 5 


4. بين أنه من أجل كل / من ]هه +:1] 


:1] أحسب :0( م 
/ 


کمن أهل كل عد من 


6 اسك كبية رين زان 0 مد 
: 


7 بأخذ 0,4 > (1) ۴ أرسم المنحني ( |٤‏ 


2 7 aw. 


/ BETE 
0 ب- ليكن ۾ عدد حقيقي من آل‎ 


تمرين : ( بكالوريا) 


[.نعتبر الدالة بم المعرفة على ]+ +:0[ ب 0 a‏ 
2 0 ا 
SE‏ 3.نرسم في معلم متعامد ومتجانس (/,0:7) ١‏ 
يصلى جدول تتوراتها كناينية المنحنيين ,© و ,© الممثلين للدالتين /رو ۾ على | 
الترتيب.تسمي / النقطة التي إحدائيتاها (1:0) ء ١‏ نقطة 
تقاطع ,© 


و محور الفواصل 341٠‏ النقطة من ,© التي لها نض 

1 فاصلة 70و ٨1,‏ المسقط العمودي ل,11/ على محور 
٠00.‏ | التراتيب. ® حيز المستوي المحدد ب المنحني 8و 

5121538 | ل رار‎ 1 E O 2 

2 القطعتين [,//] و [,011/]. ,2 حيز المستوي المحدد 

= (,»)/ حيث ,» هو العدد المبين في | بالمستطيل الذي بعداه 01 و ٠0/71,‏ 
: بين أن الحيزين ,2 و ,0 لهما نض المساحة ثم اع 
حصرا لهذه المساحة سعته 0,2 


. من أجل كل 0< 5(<0) م 1 


تحسب 0,037- = (8)2,3 


\ 


ر0,042-(2.4)م. م تعلى 9 
| ات ب 


rd fS 
وبما‎ ]2,3:2.4[ 


أن و بماآ 


4 
4 
3 10) 


ب- دالة أصلية للدالة /, على ]ده +:0[ هي: F: x (ln):‏ 


5 5 3 
للك‎ (na) 


0 = 


5 S2 _ O 
J/oar= (nx) “2 | = مساحة الحيز 9 هي‎ .3 
١ 
(,خ)/‎ = © ٠. 4, اترتيب .يساوي ترتيب النقطة‎ 
5 
10 


مساحة الحيز ,9هي ج = ا <(10)/ ٠‏ إذن الحيزين لهما نفس المساخة 10 
3 


انطلاقا من ]4..' ود نمدويز» 14> 1.7 


تمرين: ( بكالوريا) 
لالتين / و م المعرفتين على ]مه+:0] كما يلي: 

- تمع 

انيين للدالتين / و م على الترتيب 


3لميكن 3 عددا حقيقي موجب تماما.نريد حساب بطريقتين مختلفتين العدد > (1+ )ما -(1)0 


عن أن )1= “م) | -راجم)مله -زه)1 


ب- استتئج قيمة (۾)1 


ج أوجد من جديد قيمة (۾)/ باستعمال المكاملة بالتجزئة. 


يجب إتباع التنبيهات في النص.انقل التمثيل البياني لكي تكمله فيما بعد حسب تسلسل 
الأسئلة. 

1. المماسات تمر بالنقطة 0 تحقق أن لها نقس معامل التوجيه .لتحديد الوضعية اكب 
معادلة المماس 7 هلى الل ر ر ثم ادرس إشار 5( +عدت)- () ل ۰ 

+:0]. بین أن (د)/ تكافئ () 

و هذا يعني أن ,€ € Mr‏ إا و فقط إذا كانت بن ع (۷ ١14):‏ 

3- في الشكل ٠‏ لون الحيز المطلوب ٠‏ بالتناظر حيز آخر له نفس المساحة ء عبر عن 
مساحته كفرق مساحتين معروفتين. 

اب - يمكنك تعيين دالة أصلية للدالةبم على ]5»-+:0] ثم حساب (4)/. 


ج ضع ذا )ہا ے زعاو 


2. من اجل ور من | 


3-0 


م © هو المنحني الممثل لدالة / .احسب مساحة الحيز 
تحت المنحئي © 
١‏ لرسرفة ی |3| ب 26-1 = 100 
2) / معرفة على [2-:4-] ب 3-+2-=()/ 
أي / هي الدالة المعرفة على [1:4-] ب 

ااحدك ودار 
1.هل رمستمرة على [1:4-]؟ 
2. © هو المنحتي الممثل لدالة / .احسب مساحة الحيز 
تحت الملحئي ©. 
إل في كل شكل من الشكلين التاليين » ) هو المنحني 
الممثل لدالة /, .احسب تكامل'/ على مجموعة تعريفها 


مستعملا المساحة . 


: "ر دالة معرفة على [1:1-] ب‎ E 
-2x; x€ [-1:0 
=| x a 
. 1.ألشئ المنحني © الممثل للدالة ر‎ 
.]-1:1[ .هل الدالة / مستمرة على‎ 
.6 3.احسب مساحة الحيز تحث المنحني‎ 
وو نعتبر الدالة /. المعرفة على المجال[3:3-] ب‎ 


.بين أن © هو تصق دائرة » حتد مركزها و 
قطرها. 
2.استنتج تكامل الدالة / على مجموعة تعريفها. 


EH 2‏ 
مساعدة: معادلة الدائرة التي مركزها (4:0) و نصف 
قطرها/ هي* 
أ / هي الدالة المعرفة بتمثيلها البياني في الشكل 
المقابل. 


(x-a) +(y=b) = 


٠. [Ia ب‎ 


jonas 0001 
احسب التكاملات التالية:‎ [ 
oarraar o fex+3ar < fa 
r+ 3dr ا‎ x+3)d 1 لاجم‎ 


* قي التمارين من 9 إلى 16 احسب التكاملات: 


fools (ar 2 
معز‎ je 


(r+ Jar 2 


6 م 


7 7 
ا‎ 2 [Gr-o( 4+1) a 
n 5 


dı 
ey“? j, هلان‎ 


G‏ 0 4( )مات 


(+2 |“ 6 


ْ لَه / معرفة على لمجال [1:1-] ب + ال - زا 
ax 2 / dx i1 14‏ م3 1.تحقق من أن ,© المنحني الممثل للدالة /. هو نصف 
دائرة مركزها 0 ر نصف قطرها ١‏ ر الراك 02 


4( حم 


الفواصل. 


r a= أن‎ 

221 لتكن الدللة / المعرفة على ]جا :[-[كدا بلي 
E : 1‏ 

(x+1) ا‎ dx (4 


و ,©تمثيلها البياني في الشكل المقابل 


1. احسب ×(») / 
ا 


2.فسر بيانيا هذه النتيجة. 


3س نا 


ات الأربع التالية:احسب مساحة الحيز 


٠‏ جد ثلاثة أعداد حقيقية » ۵ و حيث من اجل كل 


عدد حقيقي > من [ 18-11 : 


ا > 


نعتبر الدالة ر المعرقة على ]هء+;0[كما يلي: 
f (x)=Inx+ (nx)‏ 

و ,© تمثیلها لباقي في ملم رر 

متعامد و متجائس(الشكل) 7 

الة ۾ المعرفة / 

على ]س+:0[ية 


34 
g(x) = x(nx) ماع-‎ x +x 


.بين أن 


أصلية للدالة /ر على ]مصه:0[. 

2 عدد حقيقي أكبر تماما من 1.احسب (4)6, المساحة 
أ لاحيز المحدد بالمنحني ,© و محور الفواصل و المستقيمين 
اللذين معاذلتاهما 1 - بد و @=×. 


ة © بحيث يكون 14 20-1 - (©)4 ٠‏ 


يم 'ر دالة مستمرة على [0:3] حيث من أجل كل عدد 


حقيقي + من [0:3] 000000 


«في التمارين من 27 إلى 29 / و م دالتان معرفتان 


على [5:10] حيث 4-:0(4)/] و 5 0000 


احسب التكاملات التالية: 
jite) (1‏ 


00 (1 


1 ٍ f oar 2 


1 / +3«)Dar 2 


7 
05 مزق 2( (Dar‏ 
[[ احسب التكامل / حيث: 


0 
عه [الجع اجام ا] =1 
5 


3 
لل اسب “مزل : 


0 
يع هي الدالة المعرفة على ]م +:0] ب : / 
1ك ك0 x‏ 
ادك |1 
x‏ 


و © هو تمثيلها البياني في الشكل التالي: 


احسب التكاملين التاليين: 
ا 
*04)/] داو a [rar‏ 
لق قارن» بدون حساب» بين التكاملين 1و ل 


12 je ar 101 fre ar (1 
0 0 


١ 
=] = 


I+x دجا‎ 


dx (2 


2 2 
J = [iê sinudu + 1= عامس‎ (3 
0 1 


لق بدون حساب التكاملات الثلية عين إشارتهاء 


5 7 
اعمال 2 دنلا‎ (1 
د‎ 0 
5 5 
3 3 
e4 (4 ٤ sra (3 


: 
“م‎ du (4 
03 


0 
4 مزاج مال , 
3 


سا 


1.ادرس تغيرات الدالة / على المجال [0:1] 
2-بين أنه كل عدد حقيقي 6 من [1:! 


/OS/OSID دور‎ 
١ tos 
| چ حصا للتكفل‎ 3 x 11 2.استنتج أن‎ 
J cosr 0-6 


0 5 دعدمصر 
BEE ABTS‏ 8 = 


+1 E N EET 
/(0=ln(x+2)-3 E 


» في التمرينين 44 و 45 بين الحصر المعطى: 
[1=[2:2 [144 


< Nr riars3 5| 


٤‏ 2 3( 5م21 +3ه21 دعل زا- [In‏ 3م21 


|38 انه من أجل كل عدد حقيقي × من [0:1 
8 1 ينان من آل عن عد حتقى من [1: 10[ في 
وج د المنحني ,© الممثل لدالة /رمستمرة على ]م+:0] 
اج 2 : ا 
3 القطع المكافئ ”/ الذي معادلته 5-::2+ 7007 
- المستقيم 4 الذي معادلته 2 +۲ 
تيم 4 الذي 
ل بت ما يلي 
5 1 
feohars3 (1‏ 2( - 


food 


0 1 س اھر لی كل د جقيق موحت 7 


1 


1< 1 
1+ 
2.استتتج أن بدك (1 + )۸ا ک کے م نعتبر المساحة 4 لمجموعة النقط ( 
٠‏ في التمارين من 41 إلى 43 المطلوب: OsysS/(x)s 45x512‏ 


1. باستعمال الشكل بين أن* 


ويد > 


1 1 
ا‎ f(5 +2 


2.استنتج خصرا للمساحة ۸ 
7 متتالية معرفة على ب عل ("×+ 1)] = 
7 (.»:) متثية معرفة على ا 


كا | .بين أن المتتاية (,») متاقصة. 
2.هل () متقارية؟ 
7 احسب القيمة المتوسطة ب على المجال [1:1-] 


[|1-:3-]=1 
للدلة مدال جد -+ 1 ‘< ]1:0-[=1 
[ل[ في كل حائة من الحالات التالية // هي القيمة 8 ++ ]در 


سطة لدالة مستمرة // على المجال / .احسب التكامل |56 00 
١‏ احسب مساحة حيز المستوي المحدد بمنحني الذالة / 
0 قدس ]1=[14 ٠١‏ عمهارل و محو الفواصل و المستقيمين اللذين معادلتاهما : 

=5 و‎ »-2 ١ 
3[ أ / معرفة على المجال‎ [roar < 1=[1:3] تماعس‎ © 


x ; xe[-2; 
[2:3]عم : 6 2 ا‎ 0 


ارسم المنحني الممثل للدالة رفي معلم متعامد ثم 
المجال 0 

8 احب برل ()/] . 

1 2 1 حمر ]1-01 [5 نعتبر الدالة / المعرفة على المجال [1:5-] ب : 
EF‏ 

0 1=[ke]« f(0=mz © 

z‏ 3 3كع>0: اجدادو)/ 

x-5;3<55 =2] =e € 


© عن جل گل عدد طبيعي // غير معدوم نضع؛ صتا 25 بمنحني الدالة | 


2 الممثل في معلم متعامد ٠‏ محو الفواصل و المستقيمين اللذين 
1 . :3 معادلتاهما : 1- =× و5=×. 


[] تحني المرسوم (©) معا ج ت 


a= rena 
بين أن المتتالية (,»4) متزايدة.‎ -١ 


4 


محور الفواصل و المستقيم ( الذي معادلقه 1 ×. 
2. أ-اكتب معادئة المماس 7 للمنحني (©) عند الميدا. 


اب- حتد وضعية [©) بالنسية إلى 7 ٠‏ 


ج- احسب المساحة ,4 للمثلث المخدد ب 7 > مخور 
ة بؤحدة المساخات) 


القواصل و المستقيم 7 (مقدر 


استتتح المساحة 4 لحيز المستوي المحدد بالمتحتي 


[©)» المماس ١‏ و المستقيم 2 (مقدرة بوحدة المساحات). 
4. أ- لحب جل | =(1)2 حيث 4 عدد 

(x +1‏ 
ب- عين نهاية (4) 1 عندما يؤول 4 إلى + .فسر بيائيا 


ax (2 


J = [In(x 


[eos 


[xe dx (2 1‏ عدر 
الى 


(1j‏ ام 
۰1 نضع: ل 


باستعمال المكاملة بالتجزتة عبر 
12- 


عن / بدلالة / 


بين أنه من أجل كل عدد حقيقي » 


1. عين المساحة ,4, لحيز المستوي المحدد بالمتحني ( ٠)©‏ 


0 sînadr و‎ 1 


em 


1= je cos(nx)dx 


باستعمال المكاملة بالتجزئة مرتين 
ين من 68 إلى 70 Er‏ 
المجال 1 يشمل 4. باستعمال 


احسب ,/ بدلالة ۸ . 


الة / على / بحيث 0- (7)4/ 
دما 


3 5 


نادم =( 


لل xr‏ ال ا 


/)0- 


xsi xd و‎ 1 [reos × d+ [َإَيَّ نضع:‎ 


nx «a=! «1=]0 


2- تحقق أن عل = 1-J‏ 
ال المكاملة بالتجزئة » 


ياستعما احسب 1-7 


3. استنتج قيمة كل من 1 ول . 


للا لیکن( ) ١د‏ 
3x42‏ دجرع: ر 


|.أحسب 4 مساحة الحيز المستو 


التمثيل البياني على المجال [0:1] للدالة 


ي المحند بالمتحتي (6) 
و محور الفواصل (5*)» 

2.أحسب ٠١‏ الحجم المولد بذوران المنحني ( ©) حول 
محور الفواصل ( 5 2) - 

[ ليكن (©) التمثيل البياني على المجال [0:1] للدالة 
f:x(x=leî‏ 


189 


و محور القواصل (3*) - 
2.أحسب ١‏ الحجم المولد بدوران المنحتي ( ©) حول 
محور الفواصل ( ۰)۴۳ 


1 تم‎ +sin dt (2 a (1 


ادم 
)يكت 
1 


e 
اما‎ lar (2 
ii) 
في التمارين من 76 إلى 82 احسب التكاملات‎ ٠ 


+4: (2 [rekê +1 Jar (1 176| 


x+2 


reost 
را ا‎ 


/ “وم +71 


2 1( )عم 

: 0 

ع 

— dx (2 0 

Nx 1 ١ 
jsînxe™'ar (2 fear وله‎ 


1.أحسب 4 مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحتي ( ©) 


[ 4+ ثم 


ا 


وحيو 2 
00 


0 
ا احسب ,7 + ,] 
قيمة و1 

ليمع '/ردالة معرقة على R‏ بم( )د وار 
1 .بين انه من اجل كل عدد حقيقي 3: 

9 /2 )”1 +(:)/ حيث '/ و "رهما على 
الترتيب المشتقة الأولى و المشتقة الثائية للدالة / . 


2 


تنتج قيمة التكامل 000 
0 


[8 /ردالة معرفة على 8 كما يلي: 
=e™In(l+2e")‏ وار 
١‏ «بين انه من اجل كل عدد حقيقي :ده 


2# 2 5 
7 - و رمجومر 


حيث ' / هي الدالة المشتقة الأولى للدالة /ر. 


ق أنه من أجل كل عدد حقيقي ×: 


2ج 
3.استنتج دالة أصلية للدالة / على . 
4. » عدد حقيقي موجب تماما .احسب المساحة (©)4/. / 
للحيز المستوي المحدد بالمنحني© الممثل للدالة /ر و حامل 
محور الفواصل و المستقيمين اللذين معادلتاهما 0= × 


= / 
3 ليكن عن 8112 0 
3 دما +ال 
8 
السب لعفل ي 8 
حولم جام 


2. احسب ل +1 ثم استئتج قيمة 1 
١ [‏ عدد حقيقي موجب تماما .© هو المنحني الذي 
ار 

| .حدد مجموعة النقط 1 التي إحدائياتها ( )٨:‏ حيث 
yOSxsr‏ متأو رده 
n2‏ عل كر تل[ و عله E‏ 


8 


َي نتكن الدالة / المعرفة على 10-11 ي : 


+ دور 


1.- عين الأعداد الحقيقية م ط ٠‏ © و4 بحيث من 


أجل كل #1 × يكون سك +hx+e+‏ مه - JO‏ 


ب- احسب جك () /[ 


2.احسب باستعمال المكاملة بالتجزئة:التكامل J‏ حيث: 


عك x +1)In(1— x)‏ 
EEE 1991‏ 
زد 
xe 5‏ 
دالة معرفة على ۴ ب = ()/ 
بين أنه من اجل كل عدد حقيقي × 
> 8)/ > 
l+e‏ 
2.استنتج حصرا لمساحة حيز المستوي المكون من 
مجموعة النقط (( :)11 حيث 
> او م)/ 0215 
بي 0 1 
190 0) معلم متعامد و متجانس للمستوي. ,© هو 


عبر عن مساحة هذا القرص بدلالة × 


» في التمارين من 91 إلى 96 باستعمال المكاملة 
» جد دالة أصلية 7 للدالة / المعرقة على المجال | 
/ تتعدم من أجل القيمة » 


< f(O=In(?) 


« 1=]0:+[ 
«I=R 


521 


امتوزاجيه دوي 
5 2+معقر. 


20م 


20م 


استعمل المكاملة بالتجزئة مرتين. 
EB‏ "عدم دمر R‏ 
استعمل المكاملة بالتجزئة مرتين 
=n 8‏ 0/ <« إمجمزدن 


استعمل المكاملة بالتجزئة مرتين. 


رامن أجل كل عدد طبيعي :: نضع :دك 


+e" 


l+e l+e 


,1 ثم بين أن +٥‏ = ,ا 1i‏ 


n) 


قال 


0 

1.ادرس تغيرات الدالة /, 
2.ادرس وضعية المنحني © الممثل للدالة / بالتسبة للمستقيم 
ي معادلته | = 


3. 3.بين أن المعادلة 0 


(:)/ تقبل حلا واحدا © 
حيث > - > » >1 

4.احسب (1)6/, مساحة الحيز المحدد بالمنحثي © 

و المستقيمات التي معادلاتها 1- - + .© > ند و1> ار 


= ()۸ ثم استنتج حصرا ل (©)4 


191 


الدالة / المعرفة على 12 ب: 
0 
1.لدرس إشارة(2--)-(د)ر على 8ء 
2.احسب المساحة (1)6/ للحيز المستوي المحدد بالمنحني © 
الممثل للدالة ارو المستقيمات التي معادلاتها: 
> 4-0 و X=‏ حيث € عدد حقيقي 


1 


3.تعرف متتالية عددية )٠,(‏ على ]1 كما يلي: 
ع4 + ()4 = u»,‏ علما أن ۸)١(‏ هي المساحة (©)1/ 
من أجل -ه . 


( ,) متتالية هندسية » عين حدها الأول 


الس 


تعتير الدالة / المعرفة على ]0 +:0[ ب 


استتئج حصرا ن (0)/] = ۸ 
الشكل التالي هو التمثيل البياني للدالة /رفي معلم متعامد 
محور الثراتيب.نعتبر مجموعة النقط(ر 1)٠:‏ حيث 


4 ور 0)/ كم 05 ورىز ب 4 إلى 
|مساحتها. 


- باستعمال الحصر الموجود في السؤال 2.ب) أعط حصرا 
الا ب ”رت . 


5 6:7 دالتان أصليتك على ]+:0[ 
للداتين (/ |)وم» + » و (/510)10 ج:/ على الترتيب. 


و اللتان تنعدمان عند 1 . 
الهدف من هذا التمرين تعين هاتين الدالتين الأصليتين 


انطلاقا من التكاملين /5)10/(0مء| = (۴)۸ 
0 


G()= fsindnn) ar و‎ 
1 


1. بين باستعمال المكاملة بالتجزئة أن : 
G(x)‏ + 1- زح F(x) = xcos(ln‏ 
و )م xsin(ln x)=‏ = ون 

2.استنتج عبارتي (»)۴ و (6)2 
[ اليدف من هذا التمرين هو البرهان أن: 
0 


د عل R=)‏ ا[ 
8 


.١‏ لتكن الدالة / المعرفة على [0:1 ] كما يلي: 
ادل =0/ 

أ- بين أن مستمرة و موجبة على [0:1] 

ب-احسب (2)'/ر من أجل كل [0:1 ] ۰۸6 

ج- استتئج تغيرات الدالة /رعلى [0:1]. 

2. هو التمثيل البيائي للدالة / في معلم متعامد 

ومتجًا] هة شت( 5 


أ- 14 نقطة من € فاصلتها × (1> × > 0) .احسب 11/17 


خدملة “مز = s1,‏ 


أ- ياستعمال المكاملة بالتجزئة بين أ 
rn, =1‏ ,1 
(n1, +1, =‏ 


بے استنتج عبارتي ,1 و 


me mW 


نعتبر المتتاليتين (,//) و )٠,(‏ المعرفتان من اجل كل عدد 
طبيعي غير معدوم اي: 


سس وه 


بل بدلالة م 


د #هل- =u,‏ با من أجل 1<" 


1 أ- احسب ينا »راا و . 

ب- بين أنه من اجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 : 
ات 
<“ 


2. أحبين أنه من اجل كل عدد طبيعي غير معدوم # : 


1 
yg u, Snr Su, = 
0 


3. أ- بين انه من اجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 : 


0s, SI 


الة معرفة على [0:2] ب "'#(2-*) > () / 


© تمثيلها البيائي في معلم متعامد و متجانس (/,01). 


| .ادرس تغيرات /رثم ارسم ©. 


2 هي جزء المستوي المحدد بالمنحني © و محور 
الفواصل .احسب القيمة المضبوطة لمساحة 58 ٠‏ ثم أعط 


قيمة تقريبية إلى 1077 بالزيادة لهذه المساحة. 
3. بالدوران حول المحور ( )© تولد مجسما حجمه 7 
أ- جد الأعداد الحقيقية ى » / و © حيث تكون الدالة 
المعرفة ب '*مزم + +0٠‏ به) = )6 أصلية للدالة 
eT‏ 

ب٠‏ استنتج القيمة المضبوطة للحجم ۷ ٠‏ ثم أعط قيمة 
تقريبية إلى 10 بالزيادة لهذا المساحة. 


1. لتكن الدالة / المعرقة على +1 ي“ +e"‏ > () / . 
© المنحني الممثل للدالة في معلم متعامد و متجاتمر 
(0:1,7) الوحدة 2 

أ- عين نهاية الدالة / عند مم و عتد صم+ ثم قسر النتيجة 
هنتسیا 

ب- بين أن / قابلة للاشتقاق على ٭ و عين دالتها 
المشتقة ' ر 

ج- شكل جدول تغيرات “زو ازسم المتحني ©. 


2. ليكن «” عند طبيعي غير معدوم + تعرف التكامل ,1 


بتي چ۵ = ,1 


1 


بك ج- أغط تفنيرا هندسيا للتكامل ,1 


3 بين انه من أجل كل عدد حقيقي × من [0:1] و من اجل 


عند طبيعي غير معدوم ‏ يكون: ©"بر > "" "۸ > "× 
- اتلج حصرا ل ,1 ؛ ثم نهاية ,1 لما يؤول 1 إلى +٥‏ 
متا في الشكل التالي قي معطم متعامد و متجانس (ثر0:1©) 


:عبن (2)/ر من أجل كل مدد حفيقي » . 

2.ليكن / عدد حقيقي من المجال [:1] 

حل في 8 المعادلة ذات المجهول + :1 "ام 

3. لتكن 1/ النقطة التي فاصلتها 0 و 7 النقطة التي فاصلثها1 
من المدحني . 


محور التراتيب كما هو مبين قي 
نرمز ب ۷ إلى حجم هذا الجسم 
نقبل أن v= rana‏ 
1 

احسب ٠١‏ باستعمال المكاملة بالتجزئة 
مرتين. 

ul 

1. بين أنه من أجل كل عدد طبيعي / غير معدوم و من 


اجل كل عدد حقيقي × من [0:1]: 
1 1 ا 


61 
2 اصب جه 
معدل 


ب- استنتج انه من أجل كل "۸ 6 : 
ا( ]مره 1 
م n 2n n+l)‏ 
3.نسمي 0 المتتالية المعرفة على ۸ ب: 
sg‏ د 
...+3 +5 +1 - مهام رح UM=‏ 


د 


5 متناقصة (يمكن استعمال السؤال 2.ب)) 
4. نعتبر المتتالية ۷ المعرفة ب: 
1 


تنجمما- ط. ملم جا رتجم)م- 


بين أن ۷ متزايدة. 
5. بين أن /) و ۷ تتقاربان نحو نفس النهاية 4 ءعين قيمة 
مقربة إلى 10 للعدد #+ 
» متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي 2 712 
1 1 
e e‏ 
١.أنشئ‏ في معلم متعامد و متجائس المنحئي الممئل 
للداقة ل وسور على ]0:46[ 
0 1 
2- على المجالات [1:2] :[2:3] و [3:4] أنشئ على 
الترتيب المستطيلات ۸ ۸,٠‏ و ,۸ التي 
1 


0 


اموا ورا 


ارا 
>< &] ء بعد 
21710111 


ب- ۸ عدد طبيعي حيث 2 < تعتبر بنفس الطريقة السابقة 


- استتتج 
تع 


|12 1ا 
الجزء ۸ : 
نعتبر الدالتين رو المعرفتان على ٨‏ كما يلي 


(=e y (=e 


1.ميز في الشكل المنحنيين ,© و ,© (مع التبرير) 
2.ادرس شفعية الدالتين /روم . 
3.ادرس اتجاه تغير الدالتين /. و .احسب النهايتين 


عند ممه 
4.ادرس الوضعية النسبية ل ,© و ,6. 
الجزء8 : نعتبر الدالة © المعرفة على 1# كما يلي: 


6) - ffe" at 


اذا يمثل © بالنسبة إلى الدالة بم ؟ 

2. من اجل 0< × أعط تفسيرا ل () 6. 
3.ادرس تغيرات الدالة © على .R‏ 

نعرف الدالة ۴ على +1 بال |e‏ - (700 


4. بين أنه من أجل كل عدد حقيقي د 


1 ممم ]+ - ضيه 

يمكن البدء بالمقارنة بين مشتقتي الدالتين © و الدالة 
“هبر - )7 جوع 

نقبل أن الدالة / تقبل نهاية منتهية / عند مم+ و أن هذه 
النهاية هي مساحة الحيز 4۸ المحدد بالمنحني ,© و 
المحورين (0:7) و (0:7) مقدرة بوحدة المساحات. 
5. أ- بين أن الدالة © تقبل نهاية عند مم+ يطلب تعيينها. 


5 
ب- قسر ياستعمال المساحة العدد ا ع( - 0| = ۷ 
ج“ قبل أن نهاية الدالة 6 عتد »+ تمثل المساحة ۴ 
(مقدرة بوحدة المساحات) للحيز (/ المحدد بالمنحني ,© 
و المحور (0:7). 
1 
برر بيانيا لن 4 < بے (٥‏ - )| + 
2 


الجزء۸: 
نعتبر المعادلة التفاضلية: ع = ل + ... (:) 
1.بين أن الدالة » المعرقة 1# على ب" مم - (*)»؛ حل 
للمعادلة E)‏ 
2.حل المعادلة التفاضلية 0= ر +'ر ..- (,8) 
3.بين أن الدالة ١‏ المعرقة و القابلة للاشتقاق على ۴ تكون 
حلا للمعادلة () إذا وفقط إذا كانت ٠-١‏ حلا للمعادلة 
«(E,)‏ 
4. استنتج جميع حلول المعادلة (2) 

الدالة ر حل المعادلة () التي تأخذ القيمة 2 من 


الجزء 8: 


كمايلي: "۸(۵ +:) - (۸),/ 


ب إلى تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجائنس 


تهايات ,كر عند مم و عند ممدد. 


ر من أجل كل عدد حقيقي × . 
3 شكل جدول تغيرات الدالة ر 


1 تجزء ©: 


من أجل كل عدد طبيعي | < 1/ ۰ × 


احسب القيمة المضبوطة لو[ . 
ب- باستعمال المكاملة بالتجزئة يبن أن 

1= (2e 

ج استلتج القيم المضبوطة ل1 و راء 

2. التمثيل البياني الموالي © هو لدالة ,/, المعرفة في 
الجز8 . 


+(n+D, 


ب- لتكن 5 مساحة الجزء المضلل(مقدر: 

المساحات).عبر عن 5 يدلالة م/ و 1 ثم 

المضبوطة للمساحة 5.. 

نهتم قي هذه المسألة بدراسة متتالية ثتقارب نحو ¢ ٠‏ 

نعرق من أجل كل عدد طبيعي! < 1 

التكامل برك 0-0 0 

n! 

1 :صب 1 . 

2. بين انه من أجل كل عدد طبيعي ۸ حيث 1< 1/: 
2 

.0sl, >= (e-1 

n! 

3. باستعمال المكاملة با 
2 

طبيعي 1< :51ا1 
ار E‏ 

4. برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد 


يبن أنه من أجل كل عدد 


طبيعي 1< ۸: ,1+ 


5. نضع :من لجل کل عبد طبر 2 


My, 
n! 


أ- احسب ا و تحقق أنه من أجل كل عدد 
97 


0 


1 
طبيعي 3< 10 ,اک ۰۱ا 


ب-استنتج أنه من أجل كل عدد 
3 

طبيعي 3< : )3 ( < .<0 

6. استنتج نهاية المتتالية دا ثم نهاية المتتالية (,1). 
55 2 


7ن لن : | ss‏ ]سردم 


و لاا 1 


المعرفة على 1# ب اب ل 
بین أن من أجل كل عدد حقيقي ۸ 


ب-استنتج اتجاه تغير الدالة ,/ 5 
Ee‏ يه Eos‏ 1 

الجزء ۸: 

سمنا المستقيمين 4 و "4 اللذين 1.ادرس تغيرات الدالة ور 

=ر وا+»+= ر و كذلك أنشئ المنحني الممثل للدالة ر في معلم متعامد و 

عدة متحنيات © مرفقة لقيم خاصة ل ۸ ٠‏ ) .الوحدة 6477 محذدا المماسات عند 

التي يشمل 0 ثم العدد 4 النقطتين اللتين فاصلتاهما 0 و 1 على الترتيب. 

2.من أجل كل عدد حقيقي × من المجال [0:1]؛ نضع 

امد وال 
احسب الدالة المشتقة للدالة / و بين أن /. متزايدة على 
المجال [0:1]. 


استنتج أنه من اجل كل:د من [:0] نلك ضار 
الجزء8: في هذا الجزء لا نريد حساب ,1 . ١‏ 
1.اصب را + 1+ و1 و 
02 2. ادرس » من أجل كل عدد طبيعي / و من أجل كل عدد 
حقيقي 1 :0] ere‏ إشارة زمارل - )8( 


المتتالية (,/) متناقصة. 


3. برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ١‏ و من أجل كل 
عدد حقيقي [0:1] عندء ”د > (2),/ >0 


1 
n+!‏ (1+م)3 
(/ هي الدالة المعرقة في الجز 2.4 ) 
ب- باستعمال الحصر المعطى في السؤال۸ .2 » بين أنه 
من أجل كل عدد طبيعي 1 


er" 41:٠0 عدد طبيعي‎ 


1 
E fre" aS‏ 
f(0)‏ 1 
بين أن : 
نر یق 17 1 1 
ا لحري على [0:1] ۽ )2 ne) rn‏ 
ج 7= ج- ابتداة من أي عدد ,// يكون هذا الحصر يقترب 
Fat‏ 
و من أجل كل عدد طبيعي | <۱ : بالزيادة إلى 0,01 من ,1 ؟ 1 
8 د- عين إذن القيمة المقربة إلى 0,01 بالزيادة ل,,1 من 


0= 


u 1 


(72] اختر الجواب الصحيح من بين الأجوبة المقترحة مع 
التبرير 


لتكن الدالة / المعرفة على 8 با |e”‏ 


او "ل هي الدالة المشتقة 


اق على المجال ]ده +:0] 


:0[ عند :دك F(x)‏ 


3 
إ«+:0] F(2: xe‏ 
تد+ اله 


50 


َم السرا يتضمن 4 أجوبة ٠‏ واحد منها على الأقل 
صحيح: المطلوب تعيين الأجوبة الصحيحة مع التبرير 


لعتبر متثالية لتكاملا الثالية +4 سک = ,/ حيث ۸ ۸€ 


1( اا 2 


2 إعجد) 1 


3) من أجل كل ۸ € :(1- #م) == 1,١ ٣1,‏ 
n‏ 


4) المتتالية ( ,1) متناقصة. 


o 


أصحيح أم خطأ ؟ 
َل اذكر إن كانت النهايات التالية صحيحة أو خاطئة 
مع تبرير جوابك 
/ وم دالتان مستمرتان على المجال [4:0] 


5 ۰ 
) ذا كان 4)0(41] > /0(4)/] فان م > / على [ط: 


١ 5‏ 
ب) إذا کان /0(4)ع] -/4()/] فإن م = / على [0:ه] 


€ n +D y> 0 0 
LE» 


1 


[!1] هل الخواص التالية صحيحة أم خاطنة(برر) ١‏ 


التكن /رالدالة المعرفة على 8 ب؟1(»2+ع) - ()/ 3 


أ) الدالة هي حل للمعادلة التفاضلية ” =2y-'ر‏ | 
ع 
ب) ا (۸) تقبل بالضبط حلين. 
ا 
ج) من أجل كل عدد حقيقي » ءنضع ۶)04 = (»)1 
xe ١‏ 1+@2_ 1 
من أجل كل بع تم لص - چ == ()1 
د) + = (ه)/ lim‏ 4 
77[] اذكر إن كانت كل خاصية من الخواص التالية ١‏ 
صحيحة أم خاطئة مطلا إجابتق” م 


لتكن الدالة / المعرفة على ]م +:0[ ب 13+10 - زر 
3 

a A 

x(x+) x+1 

جم على ]-»+:0[ هي 


أ) من أجل 0< ب ٠‏ 


ب) دالة أصلية للدالة 


(لجع)د 


الدالة © المعرفة ب: 1= )6 
x+1‏ 


ج) التكامل +0(:)/] يساوي : 
ا 
نكسي نكر بن 
arl‏ 2 
lim (a) = 2n 2-1 (3‏ 


ه) ل 0 0 0 ممع | عه |= masa‏ 
نستنتج أن + = (0)/ واا 


توظف المتغيرات العشوائية » قانون الاختمال » 
ياضياتي » التباين و الإنحراف المعياري ٠‏ 


حل مسائل في الاحتمالات 


يات من أجل عدها باستعمال المبدأ الأساسي للعد . 


على لوحة غالتون ( 6318018  )‏ احتمال أن تصل كرية إلى نقطة ما يساوي نسبة عدد المسارات الممكن المرور 
عبرها إلى على الشكل ٠‏ في الصف السادس ٠‏ للكرية 10 حظوظ من أصل 32 حظ كي 
تصل إلى النقطة ۸ و 10 حظوظ من 32 كي تصل الى النقطة 8 . لاحظ أن 

ت ادس ( و في كل صف ) يساوي 1 
اللوصول إلى النقطة © في الصف الموالي يجب على الكرية أن تمر ب ل أو 8 . في كل حالة لها حظ من 
حظين . نتحصل على ما يلي 5 


احتمال أن تصل الكرية إلى © هو 


10_20 


رح o ad Leal‏ حرق ورد 


ترمي أربعة مرات متتابعة قطعة تقد متوازئة ٠‏ 
قائمة المخارج ( 16 نتيجة ممكنة ) 


إحتمالا ( ۸ أم 8 ) حيت 


1) أكتب 


2) ما هي الحا 


يق الحصول على وجهين و ظهرين 


يحتوي صتدوق على 37 قريصة لا نميز بينها باللمس ٠‏ منها 18 قريصة حمراء .نعتبر اللعبتين التاليتين : 


اللعبة الاولى 


يدفع اللاعب 10 دنانير و يسحب قريصة واحدة عشوائيا . إذا كانت القريصة المسحوبة حمراء يربح 10 


يدفع اللاعب 10 دنانير و يحدّد رقما قبل السحب ثم يسحب القريصة و يربح 350 دينارا إذا كان الرقم 


المسحوب هو المحدد سابقا إلا خسر ما دفعه . 


بح المتوسط ) 


ار منها لا تشترك في لقطة واحدة . 


»ذه انطو م 304 


سے 


٠ 2‏ ۰3 ۰4 5 ۰ 6 إذا كانت هذه الأرقام تتكون من 
3) 6 أرقام مختلفة ؟ 


260355211 


ضح الجدول التالي هذا التوزيع بالنسية للبنين ( 6 ) و البئات ( 15 ) 
ألمانية () | إنجليزية (۸) اللغة الحية 
50 130 © بنون 
80 140 1 
لعي بد 5 


4) قازن النتيجة پهي 640 ۳)2 
7 )7 


حيث ( 0۴ 2) 7 هو احتمال أن يكون التلميذ المختار بنتا و تدرس الألمانية 


لله العد ( القوائم ٠‏ الترتيبات ٠‏ التبديلات ) 


1. قوائم عناصر مجموعة منتهية : 


e‏ تعريف: / مجموعة منتهية ذات ١‏ عنصرا (1< 7) و ص عدد طبيعي (1< م) 

0 نسمي قائمة ذات م عنصرا من ٤‏ كل متتالية مرتبة من م عنصرا من عناصر e ٤‏ 
2 إذا أردنا أن تكون هذه العناصر المرتبة متمايزة مثنى مثنى عندئذ لا يمكن للقائمة أن تحتوي أكثر من ا 
عتصرا و هذا ما يقتضي أن يكون 1< ۲ < 7 
3 


> من أجل كل عدد طبيعي ص (1< م) عدد قوائم 


ات ص عنصرا يساوي ”1 بينما يكون عدد قوائم ‏ ذات م 
عنصرا المتمايزة العناصر مثنى مثنى هو (1+ م - -2(×....×)/١‏ )(7-1) ” » هذا الجداء يحوي م عاملا . 


٤ 
7 


في الحالة الأولى ( عدم اشتراط تمايز العناصر ) يكون لكل عنصر من عناصر القائمة ١‏ إمكانية و منه فإن عدد القوائم 


0 


.»ا «N‏ ء ( p‏ مر ) أي ”۸ 


أخيرا (1- م)- + 1+ م - + امكانية للعنصر الأخير الذي رتبئه م 

ياستعمال مبدأ الضرب يكون عدد هذه القوائم (1+ م - «)»ا....ا(2 - 1()۸- ۸)۸ 
ا نسمي القائمة التي عناصرها متمايزة مثنى مثنى ترتيبة و يرمز لعن لتر بات 15 
عتصرا بالرمز ,4 و نکب (1+ م - 2(×....×)1- 1()۸- =n)‏ 4# 


ات 3 أرقام و التي يمكن تشكيلها من الأرقام ٠1‏ 2ء 3 ٠4‏ 5 ؟ 
3 أرقام متمايزة مثنى مثنى و التي يمكن تشكيلها من الأرقام ١1‏ 2 + 3 4ء 5 ؛ 6 ؟ 


3 عناصر من بين الأرقام 1 » ٠2‏ 3 5.04 


عية د باللصيائلذ. EC KEY‏ 


عد الأعداد هو 125 - 5×5×5 


>) كل عدد هو ترتيبة ذات 3 عناصر متمايزة من بين الأرقام ٠4:3 ٠ 2 ١1‏ 6:5 


عند الأعداد هو 654-120 
3. تعريف 
1 ترتيية ذات 11 علصرا من مجموعة ذات ١١‏ عنصرا تسمى تيديلة ذات 1 عنصرا عد التبديلات ت 
1()8-2(<»...:»2:21--7)0 و يرمز له بالرمز !4 و يثرأ مفكوك ١‏ أو (عاملي 8): 


تمرين محلول1: | 
1) ما عدد الأعداد ذات 3 أرقام مختلفة مثنى مثنى و التي يمكن تشكيلها باستعمال الأرقام 2 » 3 ؛ 5 ؛ 76 9 ؟| | 


2) من بين هذه الأعداد . ما عدد الأعداد 


أ) الزوجية ؟ ب) مضاعقات 5 ؟ ج) الأصغر من 500 ؟ | 
م |5 
طريقة: ٠‏ مادام العناصر متمايزة ( مختلفة ) مثنى مثنى فالأمر إذن يتعلق بترتيبات ا 3 


5 ا 
3 عناصر من بين 6 عناصر و بالتالي فعدد الأعداد 1 


إجية هي التي رقم آحادها 2 أو 6 0 


أحاد عشرات مناث 


1) ماهو عدد القوائم ذات ١‏ عنصرا (1< )١‏ و التي يمكن تشكيلها من العنصر * نعم *. " لا * 


| ) استنئج عدد أجزاء مجموعة ذات « عنصرا ( « عدد طبيعي ) 


2 (0مرة 


ن ۸ جزءا من المجموعة ( من بين ١‏ عنصرا ) إ 


ينتمي إلى الجزء ۸ أو لا ينتمي 


ل جزه من ۸ هو فائمة ذات ١‏ عنصرا من العنصرين * ينتمي * ء * لا ينتمي " و بالتالي فإن عند الأجزاء هر "2 


تمرين محلول3: 
1) ماهو عدد الوضعيات التي يمكن أن يجلس بها 8 أشخاص حول طاولة مستديرة ( من بجائب من ؟ ) 
الحل 1) 


كل وضعية هي تبديلة ذات 8 عناصر و بالثالي قعدد الوضعيات هو !8 


7 


نرمز لعدد التوفيقات ذات م عنصرا من مجموعة ذات 


ع 1 1 لت هة 
3 > لاحظ أن ”= !© آي أن عدد الأجزاء التي تحوي عنصرا واحدا من مجموعة ذات ١‏ عنصرا هو 8 
2 : © إذ لا يوجد إلا جزء واحد يحوي كل العناصر و هو المجموعة نقسها و كذلك 1= "© لأن الجزء 


من أجل كل عددين طبيعيين و م حيث (0< 5777710726 
_ للحم n(n=Dx..x(n‏ 


r 
2 !م‎ pn =p)! 
يمكن تشكيل ! 7 ترتيبة ذات م عنصرا . لكن عدد الترتيبات ذات م عنصرا من‎ ١ EEE E 
n! ıi 
5 HE عة ذات 0 ع‎ 
بام‎ =p)! (=p)! 


یا لا 


تريد تشكيل لجنة ذات 6 تلاميذ من بين 49 ثلميذا ء ما عدد اللجان الممكن تشكيلها ؟ 


ا 
| 
1 
| 


ته كل لجنة هي توفيقة ذات 6 عناصر من بين 49 عنصر و بالتالي فإن عدد اللجان هو 
46x 45x 44‏ 47< !49 6 


649-6)! (4x 3X 2x1 


3.خواص : 1) من أجل كل عددين طبيعيين ۸ و م حيث (0< ۲ < 1) ليا 677 
1 2)_من أجل كل عددين طبيعيين 0 و م_حيث (1< ۶ <۸-1) لديا 6⁄7+ ١‏ 


د الأجزاء التي تحوي م عنصرا هو عدد متمماتها التي تحوي ( 2-7 ) عنصرا . 


= 13983816 


أجزاء ذات م عنصر التي تحوي العتصر 8 هو © 6 0123|45 
وعدد الأجزاء ذات م عنصرا و التي 
لا تحوي العنصر د هو K7,‏ و بالتالي قعدد الأجزاء @+ 
ذات م عنصر هو" €+ ,07 و هو ٤1‏ . 3 


ملاحظة : تمكننا الخاصية الثانية من حساب 7 © 


إذا علمنا €7 و ,0 كما هو مبين في الشكل 


BESE 


4. دستور ثناني الحد : ٠‏ و عددان طبيعيان ٠‏ 6 عدو 


1) باستعمال الحاسبة : أحسب !9 + !15 » !37 
2) باستعمال الحاسبة » أحسب © + © + (/© 


ة 1183 مثلا أدخل أو 


9 ثم اضغط على | Math‏ 228 ] ثم اختر 


× تظهر النتيجة EH‏ 5 
362880 أ 


ثم الموافقة ب 


چ !15 Ezî‏ 
İi. 376753943 | 03٠-5662‏ 
الاب © ندخل العدد 12 ثم نضغط على [ PRB [ ] Math‏ :3 
الموافقة ب ENTER]‏ 
2 لا |220 
nCr 5 8 3‏ 1| د a: C=C‏ 
4368 


تمرين محلول 2 


يحتوي صندوق على 5 كريات سوداء و 4 كريات بيضاء › كل الكريات متشابهة لا نميز 
بينها باللمس . نسحب في آن واحد 3 كريات 
1) ماعدد السحبات الممكنة ؟ 2) ماعدد السحبات الممكنة التي تحوي كرية سوداء على الأقل ؟ 


61 اجعع جام 


التوقيفات ذات 3 عناصر من 4 أي 4= :© 


لم نستتتج عدد السحيات التي تحوي كرية سوداء على الأقل و هو 4-80 - 84 


لله نمذجة تجربة عشوائية : 
عندما يكون عدد مخارج تجرية عشوائية منتهيا » نعف على مجموعة المخارج ([,د.......*,,*) - 8 ٠‏ فانون 


احتمال و ذلك باعطاء متتائية أعداد ( ,م......وم. ,م) تحقق 1= ,مرق و 0< ,م من أجل كل ¡ (1< اد م) 
, مدن 5 


مثال ؛ يحتوي صندوق 6 كريات ( ثلاثة منها تحمل الرقم 1 و كريتان تحملان الرقم 2 و كرية تحمل الرقم 3 ) 
نميز بينها عند اللمس ٠‏ نسحب عشوائيا كرية واحدة 
اد ,م تحقق الشروط السايقة ٠‏ لكن النموذج المختار لا يكون مناسبا إلا في حالة 


الإحصائية من الأعداد ,7 عندما يكون عدد التجارب أكبر 


< ي الأعداد ,م نقول أن قا | 3 2 1 
ناري الاوز (الوانتون دي | 1 |0010| 00 
1 6 3 2 

ی ( من أجل كل : لدينا == رم » (,ع)م 


2 


الاحتمال هو العدد ,٠م‏ ,< = » تباينه العدد “(م- ,») ,< = ۷ و انحرافه المعياري 
5 


> و نذكر أن الحادثة هي كل جزء من ٤‏ و أن | ٠,‏ تدعى حادثة أولية : 55 الحادثة الأكيدة و في هي الحادثة المستحيلة 
> احتمال حادثة ۸ هو مجموع احتمالات كل المخارج التي تنتمي إلى ۸ (0 > (7)4) و في حالة تساوي احتمال يئول 
حساب احتمال ۸ أي (۸)م الى مسألة عد . 
مبرهنة : 
في حالة تساوي احتمال على 15 


0 نامدا 

0 رهام 

p(B)‏ + رمام = UB)‏ لام 
| نام اع دقام 


NB) |‏ هام رهام جرم رونامام 


حل: 
اختار خمسة أطفال يعني تشكيل قائمة ذات 5 عناصر من العنصرين ۴ و 6 ؛ ۴ ' أنثى * 6 " ذكر * 
e‏ : 101306 هو أي 32- 25 


1) لتكن الحادثة ۸ 


A, ={GGGGG} {GGGOF .GGGFG .GGFGG .GFGGG .FGGGG 


2) تسمي الحادثة 8 * عد 


53خ ( )اهم 


نسمي ,8 * يوجد 5 إناث 8 * يوجد 4 إناث ,8 * يوجد 3 إناث * 


` #نارقب,8- 8 إن (رظ)م دا ني )م دن هام p(B)=‏ 


_ 1+C+C} 


1 


3) نسمي الحادثة © * ثلاثة أطفال على الأقل من نفس 
و اعتيرنا الإناث مثلا يكون لدينا [ 7,6777771 {FFFGG ١‏ 


نفس الشيء بالنسية للذكور و بالثالي 


المتغير العشوائي ٠‏ الأمل الرياضياتي و التباين لمتغير عشواني 


9 : 7 
الأمل الرياضي لمتغير عشوائي × هو الأمل الرياضياتي لقانون احتماله. 
وترمز لها على الترتيب بالرموز (2)16 7 ۷4r)×(‏ » (6)06 


>خواص الأمل الرياضياتي و التباين لمتغير عشوائي : 


»)£ هو معدل القيم ,× مرفقة بالقيم ,7 بالمقارنة مع مجال الاحصاء ( ×) £ هو : و في ميدان الألعاب هو 


له اللاعب بعد تكرار اللعبة مرات كثيرة ٠‏ فانعدام ( )£ يدل على أن اللعبة عادلة 
اللعبة مربحة و قي حالة 0 > ( ×) فهي ليست في مصلحة اللاعب كما في مجال 


و الانحراف المعياري مقياس تشتت ٠‏ 


| × و ۷ متغيران عشوائيان معرفان على نفس الوضعية و 8 عدد حقيقي 
أ لدينا ( ”0 +( ×) 2 ¥+ E(X‏ و E(X )=aE(X)‏ 
| حيث ( ۷+ )£ و ( ×ه)£ هما الأملان الرياضياتيان لكل من ¥۷+× و 206 


× متغير عشوائي و ۵ ٠‏ ا عددان حقيقيان ٠‏ لدينا 


E(X زمط+‎ - E(X )+b 
Vax )=E(X -E(X FP = E(X )=(E(X 
atax)=|a|o(X) و‎ Vara - م‎ Var(X ) 
tb)=o(X) و‎ Var(X +b)=Var(X ) ل‎ 


ملاحظة برهان ما سبق ينتج مباشرة من التعريف ( بحسابات بسيطة نتحقق من المساويات في المبرهنة والخواض) 


! 


اتمرين محلول 1: 
صندوق يحوي كريتين لا نميز بينهما قي اللعس » إحداهما بيضاء و الأخرى سوداء . نسحب 3 مرات و بالإرجاع 
كرية واحدة . نرمز للكرية البيضاء بالرمز 8 و للكرية السوداء بالرمز ١‏ 

E ={BBB ,BBN ,BNB ,NBB ,BNN ,.NBN ,NNB ,NNN ] مجموعة المخارج هي‎ 

إذا كان سحب الكرية البيضاء يؤدي إلى ربح 20 دينارا و سحب الكرية السوداء يؤدب إلى خسارة 10 دئانير 
فإن الدالة 1# + 2 : × التي ترفق بكل مخرج الربح المناسب تأخذ القيم : 30- » 0 » 30 . 60 


و لكل قيمة ل × ( مثل 30 ) يمكن اعتبار الحادثة [ 88 N8 ,N‏ 8, ×88 =(30= *( اتی اتد( ) 


طرائق و زمارين محلولة 


احتمال جديد على المجموعة (8) × =£ نسميه قانون المتغير × 


30 0 30- الربع ,ب 
1 3 3 1 الإحتمال ( ,×= ×)م = ,م 
ES sk) le: 8‏ 


Var(X ) 


(X)=E(X °*)-(E(X )) 


OX ar(X) 


net‏ ماجععومام 


تمرين محلول 2 


انرمي 3 أحجار نرد مكعبة غير مزورة مرقمة من 1 إلى 6 و نسجل مجموع الأرقام الظاهرة 
على الأوجه العلوية في كل رمية . 
- ماهو معدل المجاميع الممكنة + 


ات العشوائية التي تأخذ كقيم الأرقام المحصل عليها على الأحجار الثلاثة 


و بالثالي يكون 2+ ۷ + × =1 هو ع المحصل عليه 


EX )=EC )=E(Z)= L(+ 213141516) = 3,5 , EC )=E(X FEO FEZ) أن‎ 
6 
£) (=10.5 نحصل على‎ 


209 7 aE 


تله الإحتمالات الشرطية : 


1. تعريف 


يصات مرقمة يالا 


4۰20 ۰ 6 و و 3 قريصات مرقمة بالأرقام 1 ٠‏ 3 


تسحب عشوائيا على التوالي و دون ارجاع قريصتين من الصندوق 


القريصة المسحوبة الأولى تحمل رقما زوجيا ' و8 الحا 


القريصة الثانية تحمل رقما فرديا " 


إن == (۸)م و ترد حساب (8 )م أي (۸/ ظ)ام»(4)م 


ي لا يحوي إلا أربعة أرقام زوجية من بين 7 أرقام 


2. دستور الاحتمالات الكلية : 
2,. تجزنة مجموعة : نسمي تجزئة مجموعة أجزاء لهذه المجموعة كلها ليست خالية منفصلة مثنى مثنى ( لا يوجد 


جزءان لهما عتصر مشترك ) و اتحادهما المجموعة الكلية 


A NA, 4ع‎ 


الانها غير معدومة تشكل تجزئة للمجموعة الشاملة ۴ + 


PA,‏ حب اتلك P(A OB P(A,‏ لام 
مع (8) ,×( ,)م *(08 ,)م من أجل كل ا حيث 5۸ ۱5۸ 


الاحظ أن العائلة [ ك 08:15۸ ,1/] تشكل تجزئة للحادثة 8 ٠‏ 


211 > aE 


تمرين محلول 1: يحتوي صندوق على 6 كرات حمراء و 3 كرات + كل 
نسحب كرتين على التوالي و دون إرجاع ٠‏ 1 |3 
لتتكن الحادثة 4 ' الكرة المسحوبة الأولى حمراء ' و ط الحادثة * الكرة المسحوبة الثانية خض 2 
سب (4)م ٠‏ (8) ہم ثم استنتج (۸8 ٥)۸‏ ب N‏ 
حل | 
نكريات ا نمي بينها عند اللمس ( حالة تساوي إحتمال ) و 


رين محلولة 


ج الوضعية في الصندوق كا 


متا و بالتالي 


4 8 3 
تمرين محلول 2: حساب الإحتمالات الشرطية باستعمال الشجرة ( العنكبوتية ) 


تعتير صندوقين أحدهما ,لا يحوي 5 كرات خضراء و 3 كرات حمراء و الآخر لا يحوي 3 كرات خضراء 
و 6 كرات حمراء . كل الكرات لا نميز بينها باللمس . 

ترمي حجر نرد مكعب غير مزور ؛ مرقم من 1 الى 6 . إذا تحصلنا على أحد الرقمين 5 أو 6 نسحب كرة 
عشوائيا من الصندوق ,لا و في الحالات الأخرى نسحب كرة من الصندوق رلا 

نسمي ۸ الحادثة ' الكرة المسحوبة خضراء ' و نسمي الحادثة 8 ' نحصل على أحد الرقمين 5 أو 6 * 


1) أحسب (8/م د (8 )م ادم 
2) أحسب (4)وم و استنتج (۸ )وم p(B) E‏ 
)لصب (4)وم و استتج (۸ )م 06 
2 
4) أكمل الشجرة بالقيم العددية المحصل عليها 8< p(B)‏ 
5) استتتج (4)م )رم 
E 1 1‏ 2 
اخشال) وه چ - (8)م ۲ > = 808(1 


5 
إلا و في هذه الحالة احتمال الحصول على كرة خضراء هد م 


جالة احثمال ) آي 4045م و بالتالي 60-2 


تت 5 بن عبس من قى ا و ٍ 210 و بلتلير 7 PNA)‏ 


p(B)x p,(A) (4‏ +ره)يم p(B)x‏ » يمام 


g3‏ د ب مام 


تقول أن × و ۷ مستقلان عندما تكون الحادثتان. 


حيث (م15كا و سكز>ا ) 


الرمي 1 مرة ( 11 عدد طبيعي أكبر من | ) حجر نرد مكعب غير مزور أوجهه مرقمة من | الى 6 
ماهو احتمال الحادثة ۸ حيث ۸ " نحصل مرة واحدة على الأقل رقم فردي * 
حل 
ل ني الإجابة المباشرة ( الحصول على رقم فردي واحد فقط أو رقمين فرديين فقط أو .... أو كل الارقام فرئية ) 
فان الحساب سيكون طويلا و معقدا نوعا ما . وعليه نفضل استعمال الخاصية التي تنص على ما يلي. 
مجموع احتمالي حادثتين متعاكستين يساوي 1 
1. هي الحادثة ' لا نحصل إلا على الأرقام الزوجية 


2 ا1 
xx.‏ ع( )م 


212 


کک 213 


0 


1 نات 
1) ۸ و 8 حادثتان مستقلتان . بين أن 
۸ و مستكتن Ee‏ 


مستقلتان و احتعالاهما ‏ - م و = ,م على الترتیب 
- أحسب إحتمال الحوادث التالية : 
]) 5 و ۲ يصيبان الهدف ب) 5 فقط بصيب الهدف ج) الهدف لم يصب د) الهدف يصاب 
:) قاذف واحد يصيب الهدف 


حل 
(i )‏ ي )08 مام -زا)م p(A0^B)=‏ لأن ANB =A-ANB‏ 
منه (8) »اهام -(0)۸ =(08 انام و بالتالي [(8)م -!](ا)م =(8 7)۸0 


p(B)‏ رمام درهم لام 


P(A ^B) = (8ام »ارام‎ 


p(AN^B)=p(AUB)=1-p(AUB)=1-[p(A + p(B) 


AÇB) =1- PA)- p(B) + p(A) x p(B ۴‏ ام 
p(A)J(1- p(B)) 1)x p(B‏ -1( = 

" د 4 ج( +-( رم - )زيم -1) - م 

0 “درل رمدم اع لك قل لكر EE‏ 
a <<" 8 10 0‏ رو ا لا 0 
0 5 

=p + (‏ م ه) د ز,م -)),م+زيم- )رمدم 
Pr) 40 ۶ 5200 40‏ 4 / كم 

نرين محلول 2 


nat‏ مرحيهوى وماام 


نرمي ثلاث مرات قطعة نقود متو 

رمز ب , × لعدد مرات ظهور " وجه ” في الرمية الأولى (, × يأخذ القيمتين 0 أو 1 ) ١‏ 
و الرمز بالرمز , × لعدد مرات ظهور 7 وجه ” في الرميتين الثانية و الثالثة . 
- تحقق أن ,× و , × هما متغيران عشوائيان مستقلان ١‏ 


حل 3 
011 1 1 
واضح أن فالونی احتمال ,× و ,× هم ET‏ 
pax‏ | 
HIB‏ اسان | 3 
يمكن أن نتحقق بسهولة أن (, .> ,) و ( ,۲= ,لا) مستقلان من أجل 05151 و 051752 


ثلا ج =(1= ,)م لأن [۶:۴)= ,£ و (2= ,× .1= ,)م لأن المخارج هي 
8 


(FF FFP FPF PPF PPF PFP FPP PPP |‏ = £ مع ۴ يرمز للوجه و ۲ يرمز للظهر 


عدد تلامية قسم ما 34 تلميذا . هل من المعقول الرّهان على أن تلميذين على الأقل لهما نفس تاريخ الميلاد ؟ 
© النمذجة : نفرض أن عدد أيام كل سنة هو 365 يوما و أن مواليد التلاميذ متساوية الاحتمال على مدار أيام 
السنوات يمكن نمذجة تواريخ ميلاد التلاميذ ب 34 سحبة عشوائية على التوالي و بالإرجاع لكرية واحدة 
ا من صندوق يحوي 365 كرية مرقمة من 1 الى365 . ( الكريات لا نميز بينها باللمس ) 
© الحساب : الحادثة الملائمة هي ۸ مجموعة القوائم ذات 34 عنصرا و التي تشمل على الأقل عنصرين متساويين من 
العناصر 1 الى 365 . 
أ) تضع م احتمال الحادثة ۸ في قسم عدد تلاميذه ١ ( ١‏ عدد طبيعي أكبر من 2 ) 


SL 2‏ | 20 تح يرع 


الؤلؤ على الأقل هو 0,75 . 
لل الوعاء حتى يكون الإحتمال السابق أكبر من 0,99 ؟ 


لا نميز بينها باللمس . 
نسحب منه كرة واحدة عشوائيا . إذا كانت الكرة المسحوبة بيضاء ما احتمال أن تكون قد 
2# للحبت من الصندوق إل ؟ 
ع © النمذجة و الترميز : نضع ,لا الحادثة * الصندوق المختار هو ,لا * حيث [1:2] 1 
4 نضع 8 الحادثة ' الكرة المسحوبة بيضاء ‏ و N‏ الحادثة * الكرة المسحوبة سوداء " 
نريد حساب (8/, )م و هو ما يقتضي حساب (8)م و (08 , لاا 
الحساب > املا الشجرة بقم الإحتمالات 
إلا لاف رلا زرلا 
> احسب (88)م/ 
B 1‏ 
> استتتج (018) رلاام 
تطبيق + اختبارات الكشف عن مرض ما تتم كما يلي : U, FIT)‏ زج 0م 
> احتمال أن يكون لشخص مريضي إختبار موجب هو 0,99 . 
> احتمال أن يكون لشخص سليم اختبار سالب هو 0,99 . 
لتكن م نسبة المرض في مجتمع ما . أحسب بدلالة م احتمال أن يكون شخص مريضا إذا كان اختباره موجبا . 


Aa < AA :‏ أو aa‏ 
تعتبر الجيل الأول الذي تكون فيه تسب هذه الأنماط الوراثية ,2 © م9 و م7 على الترتيب . 
نقيل أن الأزواج تتشكل عشوائيا و أن الأنماط الوراثية المعتبرة عشوا 
1) عبر بدلالة رم ٠‏ ,4 ام ر۶ عن الإحتمال ,م لكي يكون لطفل من الجيل الثاني النمط ۸۸ وعن إحتمالي 
۾ و ۶ لكي يكون له النمط 8 أو 88 ٠‏ 


9 م تكتب يد 


,م = فقط و استنتج رم ,7 و ر۶ ( نفس النسب بالنسبة للجيل 


AA 

05 
AA Aa 
025 05 


يث 4 % من المفائيح غير 


3 % من المفاتيح الصالحة بالخطا و ترفض 95 % من المفاتيح غير الصالحة . 


) ماهو الاحتمال , حتى تقبل وحدة الفرز مفتاحا غير صالح . 


. ماهو الاحتمال رم حتى ترفق وحدة الفرز مفتاحا صالحا‎ ٠ 


2) يتم الفرز في خمس مراحل متتابعة . يوضع ختم المصنع على المفتاح إذا تم قبوله في المراحل الخمسة كلها و يتلف إذآ 
رفض على الأقل في مرحلتين و إلا يقبل المفتاح لكن دون ختم . أحسب الإحتمالات التالية : 


> ,م إحتمال قيول المفتا 


> ,م إحتمال قبول المفتا 


> م إحتمال إثلاف المفتاح 


5 2 جوع 

قوق بجر كن رع ع او ل ا 5 8 ' 

1 تغلم أن 9620 من الأجهزة هي تحت الضمان . من بين الأجهزة التي تحت الضمان يكون احتمال عدم صلاحية أحداهآ 1 
|| 


1 ا و و 
1 


غ 1) أحسب احتمال الحوادث ا 


E Cae a ھت فسا و‎ 


1 
2) قي سكن ما المدفئة غير صالحة . بين أن احتمال ال أنها تحت الضمان اهو ]ر 
ت المدفئة تحت الضمان » و يقدر ثمن المراقبة ب 7,8 800 إذا كانت المدفئة ليست تحت 
و هي صائحة بينما يقدر ب 198 2800 إذا كانت المدفئة ليست تحت الضمان و هي صالحة . 


المتغير العشوائي الذي يأخذ كقيمة ثمن تكلفة مراقبة مدفئة . عين قانون احتمال × و أمله الرياضياتي . 


<) المراقبة مجائية إذا كانت 


حل مختصر تعاليق 
م وو 
700 
ا 
S8‏ 
5 
1 
تق 
1 
1( 
41 
8 ا 
500 10 5 100 
م 1 لشع. LEO)‏ .روم 
P(B) P(B) 4I‏ 


5 A 
E(X )=800x 35 + 2800< = 8SOODA 


تت 217 


1) تعتبر لمتئية اعندية (, 0ا) المعرقة كما يلي : ل e‏ + 


V, =U, >= 2 كمايلي‎ ۸ <1 E ( لتكن‎ 


ة (,/1) هي هندسية يطلب تحديد أساسها E‏ , لا بدلالة 7 عبات 
11) نعتبر حجر ترد ۸ و 8 حيث ۸ يحوي 3 أوجه حمراء و 3 أوجه بيضاء بينما يحوي ١183‏ 4 أوجه حمراء و 
وجهين أبيضين . نأخذ عشوائيا أحد الحجرين و نرميه » إذا حصلنا على وجه أحمر نحتفظ بنفس الحجر و إذا تحصلنا 
على وجه أبيض نغير الحجر و نرمي مرّة ثانية و هكذا 
نسمي ,۸ الحادثة “ نستعمل الحجر 8 في الرمية 5“ و ,۸ الحادثة العكسية لها كما نسمي ,۸ الحادثة ' نستعمل 
اتحجر © في الرمية 8” و ,۸ الحادثة العكسية لها و نرمز بالرمزين ,© ٠‏ ,” لاختمالي الحادثتين ,4 و ,۸ على 


,۶ ( يمكن استعمال شجرة الإحتمالات ) 


3) بملاحظة أنه من أجل كل 1< ۸ يكون (,6 ,8)ن(,68 ,4)- ,۸ و بین آل 


4) تحقق أنه من أجل كل 1< « يكون ( ,0۸ ,)نا (,6/7 ,4) 2 بن 


5 - 1 
5) استنتج أجل كل 1<1 يكون ‏ + ري ثم أكتب ره بدلالة 1 


,” بدلالة ۸ ثم أحسب ,٣زا‏ 


elbassaılr 


1) متى نقول عن متتالية أنها هندسية ؟ . 


2) يمكن استعمال شجرة الاحتمالات 


3) بملاحظة 


خط ,»)د 


)يم p(A,)*‏ در 


وك 0A,)= P(A, xp (R,)‏ ,لام 


5) في الرمية 1+ نرمي ۸ 


يعني أن الرمية ۸ ٠‏ رمينا ۸ 


و حصلنا على وجه أحمر أو رميئا 13 و خصلنا على وجه أبيضن 


لع يحوي صندوق 32 كرية ( لا عتد اللمس) 

نسحب 8 كريات عشوائيا. 

1) إذا تم السحب في آن واحد . ما عدد الحالات الممكنة ؟ 

كه | 2) )١‏ إذاتم السحب على التوالي دون إرجاع . ما عدد 
الحالات الممكنة ؟ 

تم السحب على التوالي مع الإرجاع . ما عدد 


اء ء 3 كرات سوداء و 
٠‏ كرتين خضراوين 


* الصندوق 8 يضم 7 كرات حمراء 


لا نستطيع التفريق بيئها باللمس 


كر 


۷ ا كر حرام مز و 


أحسب ( )م ۰ (۸)م . (/ ۷م 


الصندوق ۸ و نتركها جانبا ثم نسحب 


أحسب إحثمال الحادثة * سحب كرة خضراء من 
الصلدوق 8 و من الصندوق 13 

يشارك رشيد في لعبة حط حيث إحتمال الفشل فيها 
٠ 6‏ قرر رشيد المحاولة 5 مرات متتايعة ( نمتبر أن 
المحاولات مستقلة عن بعضها اليعض ) . نعتير × المتغير 
العشوائي الذي يرفق كل 5 محاولات بعدد مرات الفوز 
٠١‏ عرف قانون الإحتمال للمتغير × 


| 2. أوجد الأمل الرياضي و الانحراف | 


3. ما هو إحتمال الحادثتين : 
8 ” دوما يقشل في المحاولات الخمسة *. 
8 "يفوز مرة واحدة على الأقل في المحاولات ل 
ألم يضم صندوق 6 كرات حمراء و 3 كرات خضرا 
نفرق بيتها عند اللمس . 

نسحب كرتين على التوالي دون إرجاع 

لتكن الحادثة ۸ “ الكرة الأولى حمراء * و الحادثة 8“ 
الكرة الثانية خضراء * 

- أصب (4) ١”‏ (8) ,2 ثم استتتج (08 ۲)۸ 
ألم نعتبر صندوقين » يضم الأول 4 كرات بيضاء و 3 
كرات سوداء و يضم الثاني كرتين بيضاوين و 5 كرات 
سوداء . الكرات كلها متماثلة لا نفرق بينها عند اللمس . 
نرمي قطعة نقود مرة واحدة ‏ فإذا ظهر الوجه نسحب 
عشوائيا كرة من الصندوق الأول ٠‏ أما إذا ظهر الظهر على 
قطعة النقود نسحب كرة من الصندوق الثاني . 

لتكن ۴ الحادثة * ظهور الوجه * و 8 الحادثة * الكرة 
المسحوبة بيضاء * 

1- أحسب (#)م و (7)م : 
2- أحسب (8) ,2 و استنتج (8) ,۲ 

3- أحسب (8) ۶ و استنتج (8) ۲ 

4- أكمل الشجرة ( العنكبوتية ) بالنثائج المحصل عليها 


نفع لاعب 0۸ × و أخذ حجري ترد عاديين و 
رماهما.إذا كان مجموع الرقمين الظاهرين هو 7 ٠‏ يربح 
4 و إلا لا يربح أي شیئ . 

كم يجب على اللاعب أن يدفع في البداية حتى يكون الأمل 
الرياضياتي معدوما؟ 

]| يضم صندوق 3 قريصات بيضاء تحمل الأرقام ٠1:2‏ 


3و ثلاث قريصات صقراء تحمل الأرقام ٠1‏ 2 


) عرف قانوني الإحتمال لكل من × وال 


2) أحسب الأمل الرياضي لكل من ×و ¥ 


تحدد كمايلي : 
ه. العلامة ( -10 ) إذا ظهر الرقم 1 


. العلامة ( 10 ) إذا ظهرت الأرقام 6 


». العلامة ( 0 ) في الحالات الأخرى 


دقرض أن زهرة النرد غير مئوازنة بحيث احتمال ظهور 


الأرجه 1 432 5هو 0,12. 


1 × في هذه الحالة 
إن استعمال الآلة الحاسية 
الم 
9x2!‏ 
LS‏ 
!10 !11 !12 
لَك اكب على أبسط شكل ممكن العبارات الثالية 
(ه عد طبيمي أكير من 1 ) 


سسس 


b 


n+! 
1 1 
= 0ك‎ 
(n-D! (n+! 
أكتب باستعمال العاملي ( ! ) كلا من‎ ][ 


a=5x6x7x8§x9 

b =n (n -1)(n-2) 

_ 9x10x1 1x12 _ 1×3x4x7x9x11 
TET م‎ 210 


„neN,n >2 


2x4x6x8x10 
يكم طريقة يمكن اختيار تلميذين من 26 تلميذا ؟‎ )١ أ[‎ 
يكم طريقة يمكن اختيار مسؤول عنهم ثم نانب له ؟‎ )2 
في الرهان الرياضي المسمى * لوطو + * يختار‎ 7 
1 المشارك 6 أرقام من بين 49 رقما ( كرات مرقمة من‎ 
. )49 إلى‎ 

1) ما عدد الاختيارات الممكنة ؟ 

2) علما أن هناك حالة واحدة فقط للفوز بستة أرقام صحيحة 
ما عدد الحالات الممكنة للفوز بأربع أرقام ممكنة ؟ 

ل يضم صندوق 10 كرات متماثلة . 4 منها سوداء و 


الباقي بيضاء . نسحب من الصندوق 3 كرات في آن واحد. 


ما عدد ال 
أ) كرة بيضاء ؟ ب) كرة بيضاء على الأقل ؟ 
ج) 3 كرات ليست من نفس اللون ؟ 

2) نضيف إلى الصندوق 1 كرة سوداء و !1 كرة بيضاء 


و نعتبر , × عدد الحالات الممكنة لسحب كرتين من تفس 


X, =n? +9n+21 VneN 
× , =10713 ب) كم نضيف من كرة حتى يكون‎ 
َع يضم صندوق 15 كرة منها 6 بيضاء تحمل الأرقام‎ 
خضراء تحمل الأرقام‎ 5 2 11) 
3٠ 1( و 4 حمراء تحمل الأرقام‎ ) 2 ٠ 11) 
نسحب 3 كرات في آن واحد . ما هو عدد‎ ) 3 3 


الحالات الممكنة لسحب : 


1) 3 كرات من نفس اللون؟ 2) 3 كرات تحمل نفس 
الرقم؟ 3) 3 كرات مجموع أرقامها 6 ؟ 4) 3 كرات 
واحدة على الأقل منها تحمل رقما فرديا ؟ 

في كل حالة من الحالات التالية » ما عدد الكلمات 
( سواء لها معنى أو ليس لها معتى ) ذات ١‏ حرف المشكلة 
من حروف الكلمات المعطاة ؟ 

أ) 0-3 و الكلمة هي * علم " 

5=" و الكلمة هي * معسكر “ 

5= و الكلمة هي * مهيمن 

ل 6= :و الكلفة هي "تسان 

هى) 6= ١‏ و الكلمة هي * سلسبيل 


ك يتناف 10 لاعبين في دورة لتنس الطاولة ٠‏ 


الدور الأول 


تمن 5امباريات) 


و 10 سعوديين و 10 فلسطنيين 


) نختار ثلاث شخصيات من جنسيات عربية مختلفة » 


2) تقس الئؤال من أجل شخصيتين بدل 3 شخصيات 
ل في أحد رفوف المكتية نريد تنظيم 4 كتب إسلامية و 
3 كلب ثقافية و 5 كتب رياضيات ( شكرا !) . 

1) ما عدد الكيفيات الممكنة إذا أردنا أن تكون كتب 

نفس الموضوع متجاورة ؟ 

1) إذا كان في آن واحد . ما عدد الحالات الممكنة ؟ 
2) 1) إذا كان على التوالي دون إرجاع . ما عدد الحالات 
الممكئة ؟ 
۴ 1) إذا كان على التوالي مع الإرجاع آن واحد . ما عدد 
الحالاث الممكنة ؟ 
في رحلة ما قررنا أخذ كتابين يعالجان موضوعيم مختلفين 
من هذه الكتب للمطالعة . ما عدد الإختيارات الممكمئة ؟ 


من صندوق يحوي 49 كرية مرقمة 
6 كريات حمراء و الباقي بيضاء . نسحب" 
كريات ما عدد الطرق الكلية ؟ 
1) ما عدد الطرق الممكنة للحصول على 3 ك 
بيضاء و 3 كريا حمراء ؟ 4 
2) هل عدد الطرق التي لا تشمل الكريات ذات اللون . 
الأحمر أكبر من عدد الطرق التي تشمل اللون 
الاحمر. 
[[ يكتب الحرف بطريقة براي ( 8۸۸11۴ 
بثقب ورقة في نقطة واحدة على الأقل. 
من النقط الستة المبينة في الشكل 
1) ما عدد الحروف المشكلة بثلاث ثقوب ؟, 
2) ما عدد الحروف المشكلة بخمسة ثقوب 
3) ما عدد الحروف التي يمكن الحصول عليها سواء 
لها معنة بخط براي أو ليس لها معنى ؟ 
إن رقم الهاتف من 9 أرقام . الرقم الاول هو 0 
الأرقام الثمائية الاخرى 
1 .ماعدد أرقام الهواتف الكلية ؟ 
2.ماعدد أرقام الهواتف التي تضم : 
) 3 مرات الرقم 1 ؟ 
ب) على الأقل ثلاث مرات الرقم | ؟ 
ج) مرتين الرقم 5 ومرة واحدة الرقم 2 ؟ 
د) 5 أرقام زوجية فقط ؟ 
3.ما عدد أرقام الهواتف التي لا تضم الرقمين 6 و9؟ 
[ نضع بين يدي طفل ثلاثة أقلام ملونة أخضر ٠‏ أحمر 
و أصفر و نطلب منه تلوين الأوجه الستة لعلبة مكعبة 
الشكل . ما عدد الكيفيات الممكنئة للتلوين ؟ 
يتكون قسم من مختلط من 18 تلميذا و 12 تلميذة . 
[ يراد تشكيل لجنة للقسم تضم رئيسا و نائباو 
)١‏ ماهو عدد اللجان التي يمكن تشكيلها 
2) ماهو عدد اللجان التي يمكن تشك 


أ) يكون الأمين تلميذة ؟ EE; 7 EAC,‏ 
ب) التلميذ × موجودا في اللجنة ؟ E10‏ 
ج) يكون الرئيس تلميذا و الأمين 


د) الرئيس و تائبه من جنسين محتلقين ؟ 


تلميذا والأمين تلميذة وأن التلميذ 


3) تقرض أن ال 
× لا يريد الإلطنمام الى لجنة قشم التلميذة ل - [1] )١‏ برهن بالتراجع من أجل كل عدد طبيعي 1< 1 


عدد اللجان التي يمكن تشكيلها في هذه الظروف ؟ (a+b = Crab‏ 


8 شبت اثنتبوت 2) لیکن × و لا عددان حقيقيان أنشر كلا من : 
“(ل+ع) ل (2x)‏ زم )»+1) o)‏ 
0 3 ليكن × عدد حقيقي أنشر كلا من 
8 : 3 )2+( 
) ما عدد المسارات التي يمكن أن تسلكها العنكبوت 0 
2 (--)» 
للوصول للحشرة ۸ ؟ 
0 بداية وجبتها ( + )د 
3 


5 لضب "(2-1) و '(2+2) ثم اشدتج 
بالششر :+ (2+7)+2-1(7) هو عدد حقيقي ‏ (1- 
4) ما عدد المساراث إذا أرادت العتكبوت الإنتقال الى [5 ليكن ١‏ عدد طبيعي . أحسب المجاميع التالية : 


مواقا الله 52 >C‏ 
64 “(1-) ده 6ه 


1 و ۳ عددان طبيعيان حيث 7< 1/ 


ليك ارجد العدد الطبيعي ١‏ في كل حالة من الحالاء 


E انيت ان 77ح ير م يور‎ )1 2 ١ C1=56 
4 موس[‎ tC +n CCL 
ا‎ nC =) +1(C 7 لبت ان‎ )2 


ف أثبت صمحة المساوات الثالية 


٣‏ مع ١‏ عدد طبيعي أكير من | ا 5 e.‏ 75 لدم 
CGS‏ لي )١‏ ابت ان ”+ 7-0 © ثم استتج أن 
مع 1 و 00 عددين طبيعيين 550 عد د 6062 


١ 
1 
ا‎ 


حل في ۸ الجمل التالية 


2) أحسب المجاميع التافية. تسحب عشوائيا و في آن واحد کریتین 
+n‏ +243 +21 رى ر الست نك 
(n -1)n‏ + جههرة +23 +1)2- رك E (I‏ 
2) عرف قانون الإحتمال للمتغير العشوائي × 
3 لضب الامل الرياضياتي ( ))8 

4) احسب التبلين ( )۷ 


1) أكتب الحد الذي درجته 10 - 5) أوجد (25< )م 
2) أوحد مغامل الحد التاسع لع يحوي صندوق 3 قريصات بيضاء تحمل الأرقام 1 
3) أوجد الحد الثابت 2 ٠‏ 3 و ثلاث قريصات سوداء تحمل الأرقام 1 ٠‏ 2 + 


8 « عدد طبيعي » ليكن المنث (+x)‏ 3 أيضا . نسحب عشوائيا قريصة واحدة من الصندوق 
) إذا علمت في المنشور هو" +28 و نعتبر المتغير العشوائي × الذي يرفق القريصة 
فارج 7 البضاء بالرقم (1+) و القريصة السوداء بالصفر ؛ و 
2) من أجل قيمة ١‏ المحصل عليها » أوجد قيمة × نعتبر أيضا المتغير العشوائي لا الذي يرفق بكل 
حتى يكون الحد الخامس هو 1120 . قريصة الرقم الذي تحمله . 
3) من أجل 15= ار » 2) عرف قانون الإحتمال لكل من ×و ¥۷ 
أحسب قيمة العدد الطبيعي 1 حتى يكون الحدان 3) أحسب الأمل الرياضياتي ( ×)£ و ( )£ 
اللذان رتبتاهما( 8-1 ) و( 2+3 ) 4) أثيت أن المتغيرين العشوائيين × و ۷ مستقلان : 


5) عرف قائون الاحتمال العشوائي × × 
و أحسب أمله الرياضياتي ثم التباين . 
5 يحوي كيس أربع قريصات تحمل الأرقام 1ء 2 :63 


N (‏ 02 ) . نسحب قريصة واحدة و نعتبر ,۴ هو 


احتمال سحب القريصة دات الرقم ع 
1 أحسب الأعداد الحقيقية ,۴ ع ,۲ + ۴ ٭ ,۶ 


1) حدد قيمة العدد الحقيقي 4 إذا علمت أنها بهذا الترتيب تشكل حدود متتابعة من متتالية 
0 
حب 3< لم و ذاه رام ی 5 ( تعطى كسورا غير قابلة للإختزال ) 


3) أحسب(2 > ٥)۸ ١‏ 2. ليكن ۲١‏ المتغير العشوائي الذي يرفق كل قريصة 
4) صب (8-0+ 6= ۶)۸ مسحوبة بالرقم الذي تحمله . أوجد قيمة العدد 4 إذا علمت 
يحوي كيس 5 كريات تحمل الرقم 10 و 3 کرات 


43 
ن الامل وواد ا 3 
تحمل الرقم 15 . ا ا 


توي كيس على 20 كرة مرقمة من 1 الى 20 لا 

تفرق بيتها عتد اللمس.. 

فب زوين ای > سأ بعر نتان وی على 
|- كرة تحمل عددا مضاعفا للعدد 4 ؟ 


اب- كرة تحمل عندا ليس من مضاعفات 5 ؟ 


3 في هذء المزة کرتين في أن واحد ۽ ما هو 


[143 إهرة ترد غير متوازئة أوجهها تحمل الأرقام 2 


ي رهي واحدة هي 


٠ 7١‏ 4 على الترتيب 


٠ ۶‏ ,4 بهذا الترد 


متتابعة من متتالية هندسية ٠‏ أوجد الأعداد 0 . ,8 . 


يهان بقار 


2ذرمي زهرة ارد هذه مرة ولعدة ‏ 


د 75 


© 


أ- ما احتمال ظهور رقم زوجي ؟ 
ب- ما احتمال ظهور رقم مضاعف ل 3 ؟ 
3.ليكن × المتغير العشوائي الذي يرفق بكل رمية العدد 
المحصل عليه . 
- عرف قائون الإحتمال و احسب أمله الرياضياتي ثم 
التباين و الإنحراف المعياري . 
في سباق 400 متر تتابع ٠‏ كل فريق يتشكل من 4 
عداءين . يريد المدرب تشكيل فريق للمشاركة في مساب 


من بين 10 عداءين مع تحديد ترتيب الإنطلاق للعداءين 
الأربعة المختارين 
١‏ - كم من فريق يمكن للمدرب أن يشكله ؟ 
تنبيه ‏ فريقين مشكلين بن العناصر مع اخثلاف في 


انطلاق كل عنصر هما فريقان مختلفان * 


يكون عداء ما ضمن الفريق المنتارٌ ؟ 


3- تم الآن اختيار العداءين الأربعة . لكن فجأة أصيب 


ثلاثة عداءين من العشرة بوعكة صحية . ما احتمال 


المدرب الى تغيير الفريق المختار ؟ 
8] ۸ : 8 © معاملات لمعادلة من الدرجة الث 
تحديدها من خلال رمي حجر نرد ثلاث مرات متتابعة 
أحسب احتمال الحوادث الثالية ؛ 

× * المعادلة الناتجة تقبل حلين حقيقيين 
ل * المعادلة الناتجة تقبل حلين مركبين 
Z‏ " العدد ( -1 ) حل للمعادلة الثاتجة * 
[[ نريد تقدير كثافة السمك في إحدى البحيرات ٠‏ من 
أجل ذلك قمنا باصطياد 1000 سمكة و وضعنا عليها 
علامات مميزة و أعدناها حية الى البحيرة ثم قمنا باصطياد 
0 سمكة بعد ذلك ( بفرض أن شروط و ظروف 
الإصطياد متشابهة ) . 


1- أحسب (7)8 احتمال الحصول قي الصيد الثاني على 
0 سمكة تحمل العلامة المميزة مبينا أن الحساب 
يضطرتا لفرض 1900 < 7 

2- باعتبار الفرضية محققة » أدرس اتجاه تغير (7)/ و 


العدد 1 باللسبة اه 
(1- مام 


ثم استنتج قيمة ١‏ التي 


من أجلها يكون (۸)م أعظميا . 


إعط تقديرا للعدد 0 علما أن في الصيد الثاني وجدت 


100 سمكة تحمل العلامة المميزة 


لقنا فى ثخرية ما : 25 # من الثلاميد مستواهم ضعيف 


في مادة الرياضيات و 15 % منهم مستواهم ضعيق في 


وجه وظهر ) و قطعة تحمل وجهين و القطعة الثالثة 


مغشوشة بحيث إحتمال ظهور الوجه هو 


3/1 . نختار 
با قطعة واحدة من الصندوق و ثرميها مرة واحدة . 


الصندوق ( ۸ ) يضم 3 كريات حمراء و 5 كريات سوداه 
الصندوق ( 8 ) يضم كريتين حمراوين و كرية سوداه 
الصندوق ( © ) يضم كريتين حمراوين و 3 كريات سوداء 


يضم کین 10 كرزات بيضاء و 5ا62 509 
نسحب كرتين على التوالي دون إرجاع . 
ترمز ي ,8 للحادثة ” الكرة المسحوبة في المرّة ¡ بيضاء * 
- أحسب الإحتمال (,8)م ثم مباشرة (,8,/8) 
و استنتج (,68ي8)م 
ليم تضع داخل كيس 6 كرات بيضاء و 4 كرات سوداه. 
1) نسحب عشوائيا 3 كرات في آن واحد 
أ) ما احتمال الحصول على 3 كرات بيضاء ؟ 
ب) ما احتمال الحصول على 3 كرات سوداء ؟ 
2) تسحب 4 كرات عشوئيا و في آن واحد 
أ)ما احتمال الحصول على 3 كرات بيضاء و كرة سوداء؟ 
ب )مااحتمال الحصول على 3 كرات سوداء و كرة بيضاء ؟ 
3) نسحب الآن 3 كرا ت عشوائيا و في آن واحد 
- ما احتمال الحصول على كرة بيضاء على الأقل ؟ 
4) نسحب الآن 3 كرات في آن واحد و لا نعيدها للكيس ثم 
نسحب من الباقي 4 كرات في آن واحد ٠‏ 
- ما احتمال أن تكون الكرا تالثلاثة الأولى بيضاء و من 
بين الكرات الأريعة المسحوبة بعد ذلك كرة واحدة بيضاء 
فقط 
]4 ۰ 8 كيسان . يضم ۸ كرة حمراء و كرة خضراء. 
الكيس 8 يضم 3 كرات حمراء و كرة واحدة خضراء . 
نسحب كرة من الكيس ۸ و نضعها داخل الكيس 8 ثم 
نسحب كرة من الكيس 8 . 
- ما احتمال الحصول على : 
)١‏ كرتين من نفس اللون ٠‏ 
2) كرة حمراء في السحبة الأولى بشرط أن : 
الثائية سوداء . 


5 يضم صندوق 10 قريصات مرقمة من 1 الى 10 . 

نسحب قريصتين على التوالي مع الإرجاع ٠‏ 

1) أحسب احتمال الحصول على رقمين فرقهما 4 ٠‏ 

2) أحسب احتمال الحصول على رقمين قرقهما 4 علما أن 
متجموعهما 110+ 

يضم صندوق كرتين سوداوين و ثلاث كرات 


إذا كانت بيضاء + 


نسحب عشوائيا كرة واحدة ٠‏ 


5 يضم كيس خمس كرات بيضاء مرقمة من 1 الى 5 
و ثلاث كرات حمراء مرقمة من 6 إلى 8 و كرتين 


خضراوين يحملان الرقمين 9 , 10 


نسحب عشوائيا كرتين في 


1 - أحسب إحتمال الحوادث التالية 

۸ " الكرتان تحملان رقمين فرديين 

8 * الكرثان من نفس اللون 

© ' الكرتان تحملان رقميين فرديين و من نقس اللون * 


سے 


0 


- هل الحادثتان ۸ و 8 مستقلتان ؟ 
2- ما إحتمال الحوادث التالية : 
(1 * الكرتان من لوتين مختلفين ‏ 

ع " الكرتان من لونين مختلفين و تحملان رقمين فرديين ` 
3- علما أننا سحيتا كرتين من لونين مختلفين . ما إحتمال 
أن يكون رقماهما فرديين ؟ 

57 ۸ ۰ 8 ۰ © ثلا ث صناديق تحوي كرات بالشكل 
التالي ۸ ( 5 كرات بيضاء ) » 8 ( 3 كرات بيضاء و 
كرتين سوداوين ) ٠‏ © ( كرة بيضاء و 4 كرات سوداء ) . 
يرمي اللاعب زهرة نرد عادية و حسب الرقم المحصل 
عليه يسحب عشوائيا من أحد الصناديق بالطرقة التالية . 

* إذا كان الرقم هو 1 يسحب من الصندوق ( 8 ) . 

* إذا كان الرقم هو 2 أو3 يسحب من الصندوق (8) . 
* إذا كان الرقم هو4 أو5 أو6 يسحب من الصندوق (6). 
1- إذا طلب منه سحب كرة واحدة فقط . ما احتمال أن 
يسحب كرة بيضاء ؟ 
2) إذا طلب منه سحب كرتين في آن واحد . 

ما احتمال أن يسحب كرتين بيضاوين ؟ 

ب- ما احتمال أن يسحب كرتين سوداوين من ( 8 ) ؟ 
3- أعد الإجابة عن الأسئلة السابقة من أجل الصناديق 
8 5 كرات بيضاء و كرة سوداء ) ٠‏ 3(8 كرات بيضاء 
و 3 كرات سوداء ) ٠‏ ©(3 كرات بيضاء و 3 كرات 
سوداء ) ؟ 
|58| ( × )۰ ( ۷ ) راميا قوس » كل منهما يسدد سهما 
نحو هدف مقسم الى ثلاث مناطق ( 11-1 -111))؟ 
تفرض أن كل رامي يصيب في كل رمية منطقة واحدة 
و واحدة فقط . 
إذا علمت آن : 


- إحتمالات إصاية الرامي ( × ) المناطق 101-11-1 
على لوتب ہر ۰ 1 

- إحتمالات إصابة الرامي ( ل ) المناطق 1-1] - 111 
متساوية . 

: الرامي ( × ) يدد سهمه ثلاث مرات متتابعة‎ -١ 
أ- ما احتمال أن يصيب في كل رمية المنطقة 111 ؟‎ 
ب-ما احتمال أن يصيب المناطق 111-11-1 بهذا‎ 


ج- ما احتمال أن يصيب المناطق 111-11-1 ؟ 


ن هذه الرمية لأرامي 2 ) ؟ 


1 عونك مان ین . مایا ع‎ EB) 


إحتمال أن يعيشا معا هذه المدة. 

-2- إحتمال ان يعيش عمر وحده هذه المدة 

“3 “إختمال أن يعيش ء أحد منهما ففط هذه المدة. 

-4- إحتمال ان يعيش يوسف وحده هذه المدة. 

-5- إحتمال ان لا يعيشا معا هذه المدة 

-6- إحثمال أن لا يعيشا هذه المدق 

-7- أحسب مجموع الاحتمالات التي حصلت عليها . 
ماذا تستئتج ؟ 


[يَ] تعتبر قي م المعادلة. 
1- أوجد ,> و2 » وج خلول 
المثلثي لكل واحد منها . = 
2- أحسب الجذور التربيعية لكل حل من حلول 
3- زهرة نرد متجانسة الأوجه ٠‏ كل وجه فيها .1 
تربيعيا من الجذور المحصل عليها في السؤال (2) ٠‏ ترمي 
زهرة النرد هذه مرتين متتابعتين . 
أ) ما احتمال الحصول على جذرين مربع كل منهما يساوي 
الآخر ؟ 
ب) ليكن × المتغير العشوائي الذي يرفق كل عمليتي رمي 
يطويلة جداء العددين المركبين المحصل عليهما . 

4 × عرف قانون الإحتمال للمتغير‎ -١ 
: . احسب أمله الرياضياتي‎ -2 
)۸ ( صندرقان . الصندرق‎ ) 8 (۰ )۸( 7 
( يحوي 5 كرات بيضاء و 5 كرات سوداء أما الصندوق‎ 
فيحوي 7 كرات بيضاء و 3 كرات سوداء و کل‎ ) 8 
. . الكرات متماثلة‎ 
نسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق ( 8 ) و نسجل‎ 
لونها و نعيدها الى الصندوق ( 8 )الذي ا س‎ 
. أخرى و نسجل لونها أيضا‎ 
ما إحتمال الحصول على كرتين بيضاوين ؟‎ -1 
ما إحتمال الحصول على كرتين من نفس اللون ؟‎ -2 
متغير عشوائي يرفق كل كرة بيضاء بالعلامة‎ × -3 
٠ ) - ( و كل كرة سوداء بالعلامة‎ ) »+( 

أ- عرف قانون الإحتمال للمتغير العشوائي × ثم 
أحسب أمله الرياضي ( ×)15. 

اب- عبن قيمة العدد الحقيقي ب0 حتى يكون 1=( ))5 
4- نضيف الى الصتدوق ( 8 ) © 8-3 كرة 
و نعيد عملية السحب المبينة أعلاه ٠‏ 
أ ما إحتمال الحصول على كرة 


ج- كم من کر سوداء يتيغي إضاقتها قن الصنفذوق,( 8 ) 
حتى يكون إحتماقمتهب كرقين بيضاوين ھی ۶۰0,25 
5 
( أنظر الى الشكل ) - 

إل إصابة هذا الرامي للهدف هو 0,7 + 


د رامي ثلاث رميات متتالية نحو هدف 


لرمية الاؤلي؟ 


قردي في الرمية الثائية ؟ 


إذا أراد اللاعب أن يكون إحتمال حصوله على رقم 
فردي أكبر من 0,03 فما هو عدد الرميات الذي لا ينبغي 
تجاوزه ؟ 


2 > 


محاولة ( و لا يدقع مادام يحصل على رقم زوجي ) . 
أن يربح 50۸ إذا حصل على رقم زوجي . 

آ- ما إحتمال أن يربح اللاعب 24 20 ؟ 
ب- ما إحتمال أن لا يخسر و لاا يربح ؟ 
5) تعدل اللعبة بالكيقية التالية + صاحب الرقم الزوجي 
يربح 198 5 و صاحب الرقم الفردي يخسر74 2 و على 
كل لاعب أن يحاول 3 مرات ققط إلزاميا . 

ليكن × المتعير العشوائي الذي يرفق كل محاولة بالمبلغ 


انون الإحتمال ثم أحسب امله الرياضياتي 

و انحراقه المعياري . 
7877| يريد أحمد أن يتصل بسعيد هاتفيا لكنه - لسوء حظه 
تماما ٠‏ فقرر عبثا القيام ببعض المحاولات و 
إذا كان 7 هو إحتمال أن 


|.ااك 


ذلك بتشكيل أعداد من 6 ار 


المحاولة الأولى. 


- 


على الشكل ( 10× ) 


2- تذكر أحمد أمرا هاما الرقم الصحيح يضم رقمين 


زوجيين متمايزين فقط . أحسب أنت ۴ إن استطعت 

3- بعد قليل تذكر أحمد شيئا آخر . من بين الأرقام الفردية 
يوجد رقمان فقط من مضاعفات 3.'إن كلت ذكيا” لمسب 
.P‏ 

4- و ها هو أحمد بنفسه يؤكد لك أن الرقمين الزوجيين 

مجموعيما يساوي 10 . فهل بإمكائك الآن حساب ۴ ؟ 
5- سال أحمد أخاه على . هل تعرف رقم هائف سعيد ؟ 
قال علي : لا » لكني أعرف أنه يضم أربعة أرقام فردية 
منها إثنان متساويان و متتابعان . ساعدهما أنت بحساب ۴ | 


6- و يصرخ أحمد لقد تذكرت . إن أحد الرقمين الزوجيين 
هو 8 و ترتيبه الاول و الرقم الأخير هو 7 . هل تتكرم ( مكابح قوية و إضاءة قوية ) هو 
ا ب- إذا كانت شرطة المرور قد أوقفت 0 
7- و بعد عدة محاولات إستطاع أحمد الإتصال بسعيد الذي ما إحتمال وجود سيارة واحدة ليست في حالة جيدة على 
ضحك كثيرا لسماعه القصة و قال له يا أحمد تذكر دائما أن الأقل؟ 

مجمو ع أرقام هاتفي يساوي 30 و هو مكون من أربعة ‏ إ[ِيك]ْ تعتبر المتتالية العددية (,[1) المعرفة بحدها الأول 


الرقام متساوية مثنى مثتى و متتايعة ا فإلى اللقاء - = رن و + vne N-{0:1} U, =u,‏ 


: برهن أن‎ - ١ 
Vne N-{0:1} ع نا‎ ]0:1[ 
)1/,[ أ- أوجد العدد الحقيقي 0 بحيث تكون المتتالية‎ -2 
المعرفة ي:‎ 
. متتالية هندسية‎ ne 8-]0:1( ,ا‎ =۷, - > 
" ب- أحسب .,[] بدلالة 1 ثم استنتج ,لآ بدلالة‎ 


ik 


و قصد سلامة الطرقات طب من شرطة المرور تكثيف حع 9 
3- ۸ و 8 كيسان ٠‏ يضم الأول 6 كرات بيضاء و 4 
سوداء و يضم الثاني 8 كرات بيضاء و كرتين سوداوين 24 
ناخذ عشوائيا كيبا و نسحب مته كرة واحدة ثم نعيدها الى 3 


إذا كانت بيضاء نعيد من نفس الكيس السحب مرة أخرى 
و إذا كانت سوداء نعيد السحب من الكيس الآخر و هكذا 
تكرر العملية / مرة ٠‏ 

تسمي " ,ا إحتمال أن تكون السحبة رقم ١‏ من الكيس ۸ 
أ- أحسب ,لا ۰ ولاء واد 


السيارة الموقوفة من قبل شرطة المرور 


قوية * و ۴ الحادثة العكسية لها . 


أن 17 محققة 

ال أن تكون السيارة الموقوفة من قبل 
شرطة المرور لها مكابح ضعيفة و إضاءة ضعيفة أيضا . 1 2 
ب- أحسب احتمال أن تكون السيارة الموقوفة من يبل ب- برهن أن 2+ .ناج - ولا 7€ 


شرطة المرور لها مكابح قوية و إضاءة ضعيفة . ج - أحسب ,0 ا 


ج استنتج احثمال ان تكون السيارة الموقوفة من قبل َو (۸ (١)‏ 13 ) لاعبان يتياريان في اللعبة 
الشرطة لها إضاءة ضعيفة . - في البداية يدفع كل من اللاعبين 18/6 كما 
3- علما أن سيارة ما روقبت و كانت لها إضاءة ضعيفة - و يرمي كل منهما قطعة نقدية عادية. 
ما احتمال أن تكون لها مكابح ضعيفة أيضا ؟ تا ااا 


- إذا حصل ( ۸ ) على وجه و (8 ) على ظهر تتوقق 
اللعية و يُعلن ( ۸ ) قائزا و يأخذ المبلع المدفوع - 
- إذا حصل ( ۸ ) على ظهر و ( 8 ) على وجه تتوقف 


اللعبة و يُعلن ( 8 ) قائزا و يأخذ المبلع المدقوع ٠‏ 


؛ يضاعف اللأعبان مبلع 


أخرى تعتبر تعا 


اءان في المحاولة من جديد .و هكذا تستمر اللعبة 


وقف إلا بفوز أخدهما أو يعد حصول التعادل قي 


المرة العشرين و حيئها يستعيد كل لاعب مبلغه المدقوع 


من أحل كل عند طبيعي ٩‏ محصور بين 1 و 20 تعتبر 


نضع : ( يهام = × ١‏ (,8)م د رلاء 
2 7 هو رمز للاحتمال 
لصب ,× ,2,۰۷ 
ب- برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ن محصوز بين 
لدينا 2 1 2 1 


المحاولة الكي ثنهي اللعية ' ( أي 
الفائز أو المبلغ الذي يتقاسسه اللاعبار 
بالتعادل ) . 


ل في حالة انتهاء اللعبة 


إذا توقفت اللعبة في المحاولة ۸ يكون حينها )2= . 
أ- حدد أكبر قيمة ل 11 . 


7 amen 


ب- أحسب (1<202)م. ( يمكنك ملاحظة أن المحاولة ‏ 
التاسعة عشر كانت تعادلا ) 

ج من أجل كل عدد طبيمي مور بل 011 
19-فتر الحادثة * 2۸ = ١‏ ' بدلالة ,4و ,8 و استنتج أ 


p(T=2k) 
| الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي '7 و انحرافه‎ CAT 
. المعياري‎ 


[5] يحتوي صندوق على قريصات خضراء و قريصات | 
بيضاء و أخرى حمراء ( لا نمير بينها باللمس ) 

6 10 من القريصات خضراء و عدد القريصات البيضاء 
ات عدد القريصات الخضراء . 


يسحب لاعب قريصة عشوائيا ؛ إذا كانت حمراء يأخذ ربعا 


قاعديا ٠‏ إذا كانت بيضاء يأخذ مربع الربح القاعدي و إذا 
كانت خضراء يخسر مكعب ال بح القاعدي . 


1) نفرض أن الربح القاعدي هو 20 دينارا 


ة) أكتب قانون الاحتمال للنتائج الممكنة . 
ا ) أصب الربح المتوسط المأمول بعد عدد كبير من 


يد تعيين ٠‏ قيمة الربح القاعدي حتى يكون أمل 


) بين أن المسألة تئول الى دراسة النهايات الدية 
للدالة / على المجال ]+:0] حيث 
06 ° 0.3+ ,0= در / 
ا ) أدرس اتجاه تغيرات / على المجال  ]0:+|‏ 


استنتج حلا للمسألة السايقة ٠‏ 


اختيار من مت 
ليم عشرة قريصات مرقمة من 1 إلى 10ء تختار 
عشوائيا 3 منها . ما عدد الحالات الممكنة للحصول على 
رقم وجي واحد على الال ؟ 
(c 330 (b 180 (a‏ 110 
ليع ۸ و 8 حادئتان من فضاء احتمالي حيث 


20,35 p(B) =05 « P(A 


ارام 


لاحتمال (0)۸08 هي: 
01 02505 


) المعطيات غير كاقية للجواب 


[ ۸ ۰ 8 حادثتان من فضاء احتمالي حيث 


p,(B)= 


1 
4 


2 


OR 
صحيح أم خاطئ‎ 
اذكر إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة مع‎ 
تبرير الجواب‎ 
ينتهي ب 500 صفر‎ 2006 ! 72 
يم كل حادثتين مستقلتان هما حادثتان غير متلائمتين‎ 
کل حادثتين غير متلائمتين هما حادثتان مسنتقلتان|‎ 5 
عدد طرق وضع 10 كريات في 4 علب ( دون ترك‎ 

علبة فارغة ) هو 

.ور © ثلاث أعداد طبيعية حيث © > + 
CXC, = CXC,‏ 
يضم كيس 10 كرات منها السوداء و متها البيضاء 
من جهة و من جهة أخرى منها الثقيلة 
و منها الخفيفة . سحب طفل ثلاثة كرات من الكيس و راح 
يلحج ايها ٠‏ 
نهتم بالكرات المسحوبة من قبل الطفل فإذا علمت أن 
الشرطين التاليين صحيخين : 
* سحب الطفل على الأقل كرة بيضاء خفيفة . 
* إذا سحب الطفل كرة ثقيلة فهي إذن سوداء 
حتد الجملة الصحيحة من الآتي : 
1) يمكن إيجاد كرة سوداء 
2) كل كرة خفيفة هي بيضاء. 
3) لا يوجد أية كرة بيضاء خفيقة. 
4) كل كرة سوداء هي ثقيلة. 
5) كل الكرات يمكن أن تكون بيضاء. 
يكتب الحرف بطريقة براي ( 8۸۸11٤‏ ) 
( الكتابة الخاصة بالكفيف ) بثقب ورقة في 
نقطة واحدة على الأفل من النقط السكة 1 
المبيلة في الشكل ٠‏ إذن يوجد 4 
)١‏ 6 حروف فقط ذاث 5 ثقوب 
2) ۱ حرفا ذو 4 ثوب 
3) 6 حروف ذات 3 تقوب 
2-١ )4‏ حرفا في كتابة براي 
) !6 حرفا في كتابة براي. 


توظيف المتغير العشوائي المستمر لحل مسائل في الاحتمالات . 


يلعب منحنى غوص ( ناقوس غوس ) في العلو م الإنسانية دورا معتبرا . فهو صورة للتوزيع الأمثل 
اللصفات الإنسانية . 

ففي مجال أطوال الأشخاص مثلا نلحظ الندرة في الأقزام و العمالقة بينما تمثل الأطوال المتوسطة 
الأغلبية و كذلك الأمر بالنسبة لظاهرة النحافة و البدانة و كذا الذكاء و الغباوة » الشح و الكرم.... 
فالمجتمعات المعتدلة التي لا تشذ عن نواميس الكون تتبع دوما هذا المنحنى فهو قياس الاعتدال ٠‏ 
الظواهر الطبيعية هي بدورها تتبع توزيع منحنى غوص قبل خضوعها لتأثيرات خارجية كما تتبع _ 
المنحلى لفسه عقب تأثيرات عديدة متتابعة و مستقلة . 


3 * الحصول على جوابين صحيحين 
8 “ الحصول على المعدل أو أكثر ( يعني 5 أجوبة صحيحة أو أكثر ) 


)©( 3 
اليا نقطة 1 على تصق الدائرة ( © ) 
511 1و هركوها 0 انى قطرها يساري 1 
ر مساحة المثلث ۸0١‏ أصغر 
ش 8 B‏ 


0 
المقابل النقطة 1 تختار عشوائيا من [ ۸8 ] + ( 1 - ©4- 88 ) 
مساحة المثلث 81/16 أكبر من مساحة M80‏ ؟ 4 1 
طول CM‏ 
Cc 1:2‏ 4 


0) أحسب إحتمال ( 3 > × ) مع 2 عدد من 


1( عجالا | ا  ;‏ ] من المجال [1 : 0 ]مع ( >8 ) 


ل الدالة ()8۸-ا۸ قي مجدول الإكسال أو ()0" ۸4 على الحاسبة قم بمحاكاة 1000 سحبة لعدد من 
المجال [ 0ا :4 ] 


2) ماهو التخمين الذ 


ضعه بين هذا التواتر و طول المجال [ 8 ؛ 8 ] 
( قم بتغيير المجال [ 0 : 8 ] و لاحظ ) 


6 n} 


ينا ه-م = ([ط م 9])م 


03 0,2])م 


ن احتمال ) 


>>0 ) العدد (×) ”7 حيث ([<:0]) م-() 7 


المساحات ) الإحتمالات الثالية : 


eleassaır:nei 


قانون برنولي بوسيط ص فإن الأمل الرياضياتي ()/ و 
بالعلاقتين التاليتين : م = ()8 و (م - 1)م = ()۷ 
مد زاك =0)+1xP (x‏ م)مع0- زم) E‏ 


س 


V (x)=[0-E (x )J P(x =0)+[1-E (x) P (x =1 


=P?*(I-P)+(1-P)J P 
=P(1-P)[P +(1-P)]=P(1-P) 


مخطط برنولي و قانون ثنائي الحد : 


بتكرار تجربة برنولي ١‏ مرّة ( التجارب مستفلة ) نعرف مخطط برنولي » 


ل نتر عدوي بع فقون شی دد وسین 5 
| المخرج $ عند تكرار تجربة برنولي « مرّة » وتكتب أحيانا (م,7) 


| مبرهنة : اليكن :8 عددا طبيعيا غير معدوم و م عددا حقيقيا. 


معين يحوي ) مرة المخر ج $ أي ( 2-6 ) 5 


)م ( التجارب مستفلة ) 53 +77 حر 


ام 
لثى تحوي ٠+‏ مرء 8 ) § S$ Tye‏ +12 
هو , ') ( اختب. ۸ موضع ل 5 من بين ٠‏ موضنما ) pws‏ 5 
وەٿە _ p*(1-p)"*‏ 4 6 صرع ES P=‏ ل ag‏ 
n‏ 5 سير چ ويه 


1=P* S$ ع‎ 


مرون ملول 7 
انرمي 8 مرت حجر نرد مكب غير مزوّر مرقم من 1 الى 6 . ليكن × المتغير العشوائي الذي 
الحصول على رقم مضاعف للعدد 3 ٠‏ 
1) هل × يتيع قانونا ؟ في حالة الإيجاب , أذكر القانون محذدا وسالطه . 1 
2) عين الأمل الرياضياتي و الإنحراف المعياري للمتغيركا 
3) ماهو احتمال الحادثة * اتحصول على 4 مرّات على مضاعف 3 ' ؟ 
4) ماهو احتمال الحادثة " الحصول على 7 مرّات على الأكثر على مضاعف 3 * ؟ 
>) ترمي الآن الحجر ‏ مرّة . ماهو احتمال الحادثة ' الحصول على مرّة واحدة على الأقل على مضاعف 3 ' ؟ 
| - ماهي أصغر قيمة ثلعدد ١‏ حتى يكون هذا الاحتمال أكبر من 0,999 ؟ 


ق مستظة الحجر و فسجل المخجين 
تحصول على مضاعف 5 ' عدم الحصول على مضاعف 3 
1 
x‏ 8 
1 
0 
3 
ا 
8 - 4/17 5 84 - ۷00 و بالتئي < =(%)0 
و 3-83 3 
1120 
)4= )د 0.1 = )4= p(X‏ 
€ ع 6501 
p(X 5D =1-p(X >7 =1- p(x x =8‏ 
0= “لم »زاب ثلم-ادزاع PV‏ 
ور 2000 
0.994 ني 0,001 و بالا n‏ 
1 1 1 


n 


alhaceaır-neî 


. نقول أن / كثافة احتمال على 
© / مستمرة على [0 : 6] 
تعريقنا 2 7 تقول أن × متغير عشواقي' 
يقبل / دالة كثافة إذا تحقق ما يلي 

من آجل كل عددين © و من [5 : 4] ٠‏ (© < 6) لدينا 


أجل كل » و / ينتميان إلى المجال [5 : 4©] 


p(X = 2) =0 < 
اكه ام‎ <8)= p(a<X <0) 
= p(a4X > (ق‎ - p(aSX > 8١ 


تعريف : / دالة . نقول أن المتغير العشوائي × يتبع قانون التوزيع ال 
المجال[ 7 : 4] ٠‏ ( 0> » ) إذا كانت دالة كثافة الإحتمال ثابتة على 


آي أن من أجل كل × ينتمي الى [7 : »] يكون f)‏ 
b-a‏ 


P(X Sx)= 


من أجل كل × ينتمي الى [8 : 0] لدينا ‏ 3-4 


b-a 


لان 0ك ×5 هگ)۲ رمك )م ايل گر 


0 


5 
P۸ >‏ و بنتقي كنآ =(+> ينام 
(-ك 008 و بلتقي چ =( 


> الأمل الرياضياتي للمتغير )2 هو : و م 


8 3 3 
من التعريف ‏ الأمل الرياضياتي لمتغير مستمر كثافته / هو 006 (]/:] #( )11 أي E0 0= ar‏ 


و بحساب سيط نید ر E‏ 


0 
ا 
1 
1 
1 
1 


له قياس تلاؤم سلسلة مشاهدة و نموذج احتمالي 
> طرح الإشكال : نريد معرفة ما إذا كان حجر نرد ذي 6 أوجه متزنا . من أجل هذا نرمي هذا الحجر 0 
مرّة و نحسب تواترات ظهور الأرقام من 1 الى 6 . ترمز لهذه التواترات بالرموز ,آل ١‏ ول f١‏ يل / و 

. ذا ربت هذه التواتوات من .+ فإن الحجر متؤن + 


أثبتنا بالمحاكاة تقارب التواترات و الإحتمالات ٠‏ و عليه سنحسب المسافة 4 حيث 


تذكر أنه في الستة الثاني 
أ )"لا = 4 كلما كانت" أصغر كان الحجر متزنا . 
E =<)‏ 
لنقم بالمحاكاة : 
]) قي المجدول إكسال ؛ أدخل في الخلايا من 82 إلى ۴21 
=EnK(6’ALEA)+1 :‏ ا 
TE E n‏ 
2) في الخلية 2| أكتب (۸8.81)$8$2:$۴$21;42= 168 | 3 
شم عمّم باستعمال الزالق على الحيز 12:110 E‏ الاك 
١ 5 /‏ 146 | 5 
في الخلية 2ل أدخل 12/100= ثم بالزالق عنم على الحيز 10ل:J2ل‏ 5 8Î‏ 
4) في الخلية 113 أكتب ( ((10-1/6(^2ل:2)) 6" 80)= ) 
إذا لہ تستعمل () فما عليك سوى بالنقر على ۸J+ E۲۸٤٤‏ +1اC۲۴۸‏ في أن واحد 
١ 5 1 1 1 1 | |‏ 
56 + 3 - 0.146) + (=-0,182) + (=-0.168) + *(2--0,178) + )= -0,17)= 4° 
6 6 6 6 6 
0.00092 = 5 


هل قيمة 4 المحصل عليها تجعلنا تجزم بالحكم على حجر النرد ( هل هو متزن لم لا؟ ) . و عليه ينبغي معرفة 


القيم الممكنة للعدد 4 . عندئذ نأخذ حجر نرد متزن و نكرر التجربة ( رمي الحجر 1000 مرّة ) عة مراك 


كررنا التجرية 3000 مرّة فحصلنا على قيم 4 ملخصة في مخطط بالعلبة التالي 


min 0, Med 0 max 
. 
Fh + + 4 
0.00003 0,0005 0.0015 0.004 0015 


إذا كان 4 أكبر من العشري التاسع من السلسلة المرجعية الملخصة أعلاء ٠‏ نقول أن الفرضية ' الحجر 
مرفوضة بمجازفة بالخطأ مقدارها 1046 لآن ( 1046 من قيم /» هي أكبر من العشري التاسع ) . في الحالة العكسية 
نقول أن الفرضية ' الحجر متزن * غير مرفوضة . 

في المثال السابق لدينا ؛ ,ك > ”6 و عليه فالفرضية * الحجر متزن “ غير مرفوضة ٠‏ 

ملاحظة + يمكن اختيار مجازفة بالخطأ مقدارها 577 و هنا نغير العتبة فنقارن 217 بالعشريني التاسع عشر 


ee 


اتر بقبرنة عقوتو د ۰٠.‏ ,© و نكرر هذه التجرية 8 مرّة نسجل التواترات | 


زم ل ٠...٠‏ ,ل و يمكننا أن نقيس هل التجربة ذات توزيع منتظم أم لا . نعرف عندئذ 


ات المخار ج الممكنة ,4 “يه بره * 


تمرين محلول : نرمي عشوائيا كرة على سطح طاولة بها 36 ثقبا متشابها مرقمة من 1 الى 759 
( أي كل رقم نجده على 4 ثقوب ) . تدور الكرة لتستقر في الأخير داخل ثقب ما . للحكم على ما إذا كانت الكرة 
مزوارة ام لا قمنا بتسجيل 100 نتيجة كما هو موضح في الجدول 

1) أحسب التواترات لظهور الأرقام من 1 الى 9 ثم أحسب* 4 
2) للحصول على قيم 4 الممكنة قم بمحاكاة تجربة عشوائية 
ذات توزيع منتظم بتسعة مخارج قارن ثم استنتج الحكم 

على الفرضية " الكرة غير مزورة " 


000000 


-إس امات ]اع اماس 


« =Ent(9*ALEAO+1 


ن المقارنة تتم يتوزيع ملتظم باحتمال ج آي تستعمل في الخلية ۲113 العبارة 


=(Somme((J2:110-1/9)^2)) }‏ | 
» الممكنة نكرر هذه المحاكاة و نسجل قيم 4/7 تحصل على 0,016 = ,ل 


qd? =0.018 ل‎ 


و بالثالي الفرضية " الكرة غير مزورة * مرفوضة يمجازفة بالخطأ مقدارها 10% 


[r:+*[) = e‏ ام 


2) الامل الرياضياتي للمتغير × هو 


»1 5 )0 
يذ =( ۷ ار “م رمم 


E(x) = lim [re * [ tia Je dı = lim 


اليكن × متغير عشواني يتبع قانونا أسيا بوسيط .3 . عين .3 إذا علمت أن 2 روود PIX‏ 


PIX 250) » ل١‎ p(X >50 
PIX 250) = 1(1.) 


جد 


طرائق و زمارين محلولة 


رین محلول 1 : EE‏ 
يمثل زمن الانتظار أمام الشباك في إحدى الإدارات 
قترة الانتظار و يتبع قانونا أسيا بوسيط .[ حيث 0,08= 2 
1) ما إحتمال أن ينتظر شخص : 
|) أقل من 10 دقائق ؟ ب) أكثر من 30 دقيقة ؟ 

2) ما هو معدل زمن الانتظار ؟ 


حل 
تصب (510 )د 

p(X <10)= [0.08 e 57 لدينا‎ 

ا 1-5 

1 1-e 1-4 = 0,55 

ب) نب XxX‏ 5 

ا )® p(X >30) = 1-(1-e‏ ج 

0,09 مس 0 

2 EX) 2 

لیا 5د _ 100 ( ۸ (أي معدل الانتظار هو 12 دقيقة و 30 ثانية ) 

| تمرين محلول 2 0 


ا تقدر شركة لإنتاج الشاحنات بأن مدة صلاحية الشاحنة ( مقدرة بالسنوات ) هي متغير 
عشوالي × يتبع قانونا أسيا . علما أن معدل مدة الصلاحية هو 14 سنة 
1) عين وسيط هذا القانون . 
2) عين دالة كثافته 
3) أحسب احتمال أن تكون مدة صلاحية شاحنة أكبر من 20 سنة . 


حل 


ا)لدينا < = زلااع ومنه =4 أي (4-0.07 
1 14 
2) من أجل كل × من المجال |+ : 0] لا “أن ا E)‏ 
14 


3) نحسب (20< )م لدينا 7 =e“ =e‏ (20> )عام -1 = )220 p(X‏ 


241 75 


أي 0,24- (20< عام 


| 
1 
1 


:ع 


نحاكي بواسطة مجدول إكسال اختيار نقطة 15 اختيارا عشوائيا على دائرة (©) قطرها [ ۸8 ] و مركزها © 
و نصف قطرها 1 . بعد المحاكاة نحسب احتمال أن تكون مساحة المثلث 40101 أصغر من 0,25 . 


+ اوعد 


> العمود الأول : أرقام السحب 
> السود الثاني : قيم المتغير العشوائي 0 الذي يتبع قانونا منتظما على المجال [ 7 : 0 ] و ذلك 
باستعمال التعليمة =Pi(*Alea0‏ 


> العمود الثالث : مساحة المثلث 40۷1 بالدستور sS = sing‏ و على المجدول نكتب 
=0.5*sin(LC(1))‏ (1-)10 هو العمود السابق * 


> العمود الرابع : تواترات المثلث ۸01 و التي مساحاتها أصغر من 0,25 و ذلك باستعمال 
التعليمة  =NB.SI(L2C3:LC(-1);"<=0,25")/1C(-3)‏ 


تله نقوم بسحب 1000 مرّة 

# نختار العمود الرابع و نستعمل راسم المجدول للحصول على التمثيل البياني ( بالضغط مرتين متتابعتين 
على الفأرة تعطى التراتيب برقمين بعد الفاصلة نأخذ 0 قيمة دنيا و 1 قيمة قصوى على محور التراتيب 
# بالضغط على اللمسة ۴9 على لوحة مفاتيج الحاسوب نحصل على سلاسل أخرى و نلاحظ القيمة التي 
تستقر عليها التواترات . 


> اس هس > 


نأخذ عشوائيا ثلاثة أعداد حقيقية ×, (. * كل منها مختلف عن الآخرين من المجال [ 1 : 0 ] علما أن : 
كل ثلاثة أعداد حقيقة موجية تماما تكون أطوالا لمثلث إذا و فقط إذا كان + 9 > و +< > لاو +<ا > 2 
# أنجز بمجدول الإكسال محاكاة تستخرج من خلالها قيمة استقرار التوائرات. 


3 الإحتمالات الشرطية و القانون الأسي 


مهدج حياة ,ذر2 


ب¿ 


نريد محاكاة قانون احتمال المتغير العشوائي * مدة حياة ذرّة " 


EIEN 3 


: كتابة قيمة الثابت 2 في الخانة ۸1 
إدخال قيم الزمن ؛ على سلم الزمن في الحيز ۸2:۸32 

: ملء الخلايا في الحيز 82:810002 بالرقم 1 ( استمل التعميم بالفأرة ) 
كل رقم ل 1 يمثل ذرَّة أي لدينا ل 10000 ذرّة في اللحظة 0 =) 


ثابت التحلل هو 10% 


لخط دة : العمود الموالي سنحاكي فيه الذرات في حالاتها الجديدة في اللحظة 1 ٠=‏ 

83 في الخلية‎ =SN)A LEA) AS 

هذا يعني سحب عدد عشوائي من المجال [1 : 0 ] فإذا كان أصغر من ۸ تموت الذرّة و إلا تبقى على حالتها السابقة 
> الخطوة الخامسة : ثم تعميمها على العمود ثم على كل الجدول أي 10002 83:46 با 


و ذلك بكتابة التعليمة ($۸5$3 


# عبن عدد الذرات الحية (9)0 في كل لحظة ) و ذلك بجمع نتائج كل عمود . 
© مثل بيانيا ٠)1‏ بتحديد خلايا الصف الأخير أي الحيز 810003:8:10003, و خلايا العمود الأخير 
أي الحيز ۸63:۸61002 في آن واحد و ذلك بواسطة الفأرة والزر ١)٣١‏ على لوحة المفاتيج 
ت باستعمال الراسم المرفق في المجدول أنجز تمثيلا بيانيا ( صنف أمني ) 
بالضغط على اللمسة ۴9 على لوحة مفاتيح الحاسوب نحصل على سلاسل أخرى و نلاحظ القيمة التي 
ا تستقر عليها التواترات 


7 oe 


( تعطى النتاتج مدورة الى “0 


! | 2 ) هذه المؤسسة تضم 500 عامل . ليكن × المتغير العشواني الذي يرفق عمال المؤسسة بعدد العمال المصابين 
- عرف قانون × و احسب أمله الرياضياتي 
3 ) «) في فصل الشتاء شقلت المؤسسة فوجا مكونا من 10 عمال للتدخل السريع من أجل إصلاح مختلف الأعطاب التي ِ 


قد تحدث جراء التقلبات الجوية . أحسب احتمال أن يكون في هذا الفرع أكثر من عاملين مصابين . 


ع 1) نأخذ عاملا عشوائيا من هذه المؤسسة . بين أن احتمال أن يكون مصابا هو 0,1949. 
3 
n‏ 

ثٌُ 


ط) حتى لا يؤثر المصابون على أداء زملائهم › فكرت إدارة المؤسسة في إعادة تشكيل فرع التدخل السريع بحيث يصبح 
احتمال وجود عاملا مصابا على الأقل » أقل من % 50 . ماهو أكبر عدد من العمال يمكن أن يضمه هذا الفرع ؟ 
خل مختصر 


) نرمز ب 7 للحادثة " العامل تعرض لخطر السقوط ما عمود كهريائي 


p(X =k)=C 


E(X )=500x0,1949 =9 


(a 3‏ 0,3074 =2 > نوم 


ب و نعتبر :7 المتغير العشوائي الموافق لعدد 
المصابين في فوج التدخل السريع الجديد 


8) نفرض ١‏ المدد الم 


1 
لينا 21057 2)م فامساء 4054 )مل اي 


0(5- مام دا 


ينتج من هذا المتراجحة > 0051 ومنه 3=" 


و 


موضوع موجة 
لاحظ مدير ثانوية ارتفاع عدد الغيابات مع تكررها عند بعض التلاميذ و عندما بحث في الأمر وجد أ 
رض اعد اير : 
نعتبر نحن × المتغير العشوائي الذي يحدد المدة الزمنية ( بالأيام ) التي يدرس فيها أحمد دون أي غياب . 
نقبل أن × يتبع قانونا أسيا وسيطه 0,01 -4, . علما أن قانون الاحتمال معرف ب 


P(X <a)= ]0,00[ برق “9م‎ 


1) أحسب احتمال أن تكون الفترة الدراسية لأحمد دون غياب : 
أ) محصورة بين 30 و 60 يوم ج) أكبر من 90 يوم 
2) إذا علمنا أن أحمد يتابع دروسه منذ 100 يوم دون غياب أي درس - ما احتمال أن يكمل الثلاثي الذي مدته 110" ١‏ 


يوما دون غياب ؟ 


3)) بالمكاملة بالتجزئة › أحسب ب a= fe‏ 
ط) أحسب (4) 1ا . ( هذه النهاية تعبر عن الفترة المتوسطة التي يزاول فيها تلميذ دراسته دون أي غياب ) 
4) تضم هذه الثانوية , ١‏ تلميذا الفترات الدراسية التي يقضيها كل تلميذ دون غياب هي عبارة عن متغيرات عشوائية 
3 

» عدد حقيقي موجب . نضع ر۲ المتغير العشواني الذي يساوي عدد التلاميذ الذين لم يتغيبوا طيلة الفترة ‏ (بالأيام ).| 
ثناني حد وسيطاه ,۸ و 7 


مستقلة مثنى مثنى ٠‏ تتبع نفس القانون الأسي ذي الوسيط 


8) برهن أن ۲ 
ط) أعط العدد المتوسط للتلاميذ الذين لم يتغيبوا طيلة الفترة 4 يوم 


(a 1‏ نيك "59م 0,001] -(60 > P(X‏ لكن ?=)60< 1 > 2)30 


8 ) يمكن: استعمال 


ادثة العكسية 


2ها علاقة (110< × )وی٣‏ ب (10< )م ؟ 


« ) انتيه ! ر۲ يئب قانون ثنائي حد وسيطه ,لا 
0 > (ل > غ) نس اء زلح P(X‏ 


طا ) هل تعلم أن المدد المتوسط هو الأمل الرياضيائي ل[ ؟ 


لط في امتحان شهادة بكالوريا كانت نسبة التجاح 96 40- 
ما احتمال ضمن 5 أصدقاء مرشحين : 
1) أن لا يكون أي ناجح ؟ 


نرمي زهرة النرد هذه 0 مرة . أحسب 57 . 

في إحدى المسابقات يطرح على المرشح ثلاثة سؤال 

مرفوق بثلالة أجربة مقترحة متشابهة ٠‏ واحدة منها فقط 

صحيحة .قدم المترشح إجابة عشوائيا و دون تفكير : 

1) ما إحتمال أن تكون إجابته صحيحة ؟ 

2) المسابقة مكونة من 5 أسللة من الشكل السابق 

أ) ما احتمال أن يقدم هذا المترشح إجابة صحيحة عن : 
- 3 أسئلة ؟ - 4 أسئلة ؟ - 5 أسئلة ؟ 


ب) إذا كان النجاح في المسابقة يقتضي الإجاية الصحيحة 


عن 3 أسئلة على الآقل . ما احتمال نجاح هذا المترشح 


الذي يعتمد على العشوائية في الإجاية ؟ 

ج) ما احتمال نجاح مترشح آخر يملك الإجابة ال 
عن سؤالين من الخمسة ؟ 

[ع 1) ترمي حجري نرد عاديين مرة واحدة . 

- ال احتمال الحصول على رقمين مجموعهما أكبر أو 
يساوي 10 ؟ 

2) ترمي الآن حجر النرد 5 مرات متتابعة و ليكن × 
المتغير العشوائي الذي يرفق كل 5 رميات بعدد المرات 
التي نحصل فيها على رقمين مجموعهما أكبر أو يساوي 
10 

- عرف قانون الإحتمال للمتغير العشوائي × و احسب أمله 
الرياضي و اتحرافه المعياري . 

[] نكت رشيد 

يحب رشيد صناعة النكت لكنه للأسف لا يوفق أحيانا في 

تشكيل النكتة المرحة حيث احتمال أن تكون النكتة مرحة 

هو 0.05 . علما أنه يشكل نكتة كل يوم أحسب إحتمال أن 


يشكل نكتة مرحة : 
|) في أسبوع. 2) في شهر(30 يوما) 3) في سنة(365 
م( 


بداية من أية رمي 


نرمي قطعة نقود عادية 0 مرة 
يصبح احتمال الحصول على وجه واحد على الأقب أكبر , 
تماما من 98% ؟ 

5 في مسابقة علمية نطرح 100 سؤال ؛ كل سؤال 
مرفق بثلاث أجوبة مقترحة واحد منها فقط صحيحة ٠‏ 
- بداية من كم إجابة صحيحة يكون نجاح المترشح ؟ 
مع العلم أننا نريد إقصاء 46 95 من المترشحين الذي 
يعتمدون على الإجابة العشوائية ٠‏ .ريون 
[ بيك الشكل شي سه 


تضع عشوائيا نقطة على هذا الشكل . اختمال أن تكون 
في جزء ما هو نسبة مساحة هذا الجزء الى مساحة 


55 
1) أ) أحسب (2)م احتمال أن تكون النقطة على القرص 
الأخضر '(1 

ب) أحسب (,7)5 احتمال أن تكون النقطة على الجزء 
5 من القرص الأصفر الكبير . 

أجل القيم التفريبية التالية 2(=0,008) 
kefil;‏ 


3:4:5:6:7;8] مع‎ p(S, ( - 0,07 


نقطة على القرص '1 تربح 18 10 


ت النقطة على الجزء ,$ نربح 5۸ ) مع 
1 1 


الت النقطة تقع في المنطقة ۸ الحمزاء تخسر 5۸ 4 


حدد أصغر قيمة ل ١‏ يكون من أجلها 0.9 < ,ر 


ظهور الأرقام 4 . 5 أو 6 و ليكن × 


1) أحسب دوي 
2) نقوم الآن برمي الأحجار الإثني عشر ٠‏ 6500 مرا 


متتابعة و نسجل قيمة × في كل مرة ( أنظر الجدول ) 


7 ae 


أحسب × و © من أجل النتائج في الجدول و قارنها مع 
نتائج السؤال (1) 
3) أحسب نظريا عدد المرات الموافقة للقيم ا 
[[ يضم صندوق 5 قریصات» 4 سوداءو واحدة بيضاء ٠‏ 
1) نسحب من الصندوق 6 قريصات على التوالي مع 
الإرجاع .ليكن × المتغير العشوائي الذي يرفق بكل عملية 
عدد مرات ظهور القريصة البيضاء . 
- عرف قانون الاحتمال للمتغير × و احصب أمله 
الرياضياتي و انحرافه المعياري . 
2) نقوم الآن بالسحب ١‏ مرّة ( بنفس الكيفية السابقة ) . 
ليكن , × لمتغير العشوائي الذي يرفق بكل عملية عدد 
مرات ظهور القريصة البيضاء . 
- عرف قانون الاحتمال للمتغير , × و احسب أمله 
الرياضياتي و انحرافه المعياري . 
3) ليكن ,۲ المتغير العشوائي ع الذي يمثل تواترات 
طبور التريصة ابا 

عرف قانون الاحتمال للمتغير ,۲ و احسب أمله 
اضياتي و انحرافه المعياري . 
)١ 1‏ تسير نملة على أحرف هرم متنقلة عشوائيا من 
رأس الى رأس مجاور ( نفرض أن فضاء الإحتمالي منتظم 
) . كلما انتقلت النملة من رأس الى آخر نقول أنها أنجزت " 


لآن على الرأس ۸ . ( أنظر الشكل ) 


4 


:) يعد خطوتين » ما احتمال أن تكون النملة في الرأس 


DE IEE SES عيرم‎ 


ط) من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ٠۸‏ 
نضع ,5 الحادثة * التملة في الرأس 5 بعد « خطوة * 


وبر :إختمالها 
- اوج ,۶ ۰ 
- مع ملاحظة أن ,05 .8= .5 
1 
برهن كن : (يم -1) .م 
| 2) نعتبر المتتالية (,7 ) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي 


غير معدوم 7 كما يلي 


au 
: ن / دالة كثافته معرفة ب‎ 
{sin 
.) حدد قيمة‎ )1 


مار 


1 5 
2) أحسب (چ 2 عام 


3) أحسب لير f‏ 


لَك ليكن × متغير عشوائي يعبر عن العدد الماخوذ 
عشوانيا من المجال [3:5-] 


1) ما هو القاتون المتبع من قبل 


2) أحسب أمله الرياضياتي و تباينه 
3) أحسب (0> »)م › (0= Dp‏ 1 
و کم 


أل ناخذ عشوائيا عددا من المجال [2:13] . ما اختمال ٠‏ 
1) الحصول على عدد أقل من 10 ؟ 
2) الحصول على رقم جزؤه الصحيح زوجي ؟ 
٠‏ التمارين الأربعة الآنية نعتبر فيها المتغير العشوائي 
1 الذي يأخذ قيمه من المجال ] هه + : 0 ] و الذي يتبع 
أقانونا أسيا وسيطه العدد الحقيقي .3 الموجب تماما . 
َلك نفرض ان 1 - ۸ 
1) ارسم المنحنيين البيانيين لدالة توزيع '7 و كثافته . 
2) قمر بيانيا على المنحنيين الإحتمالين لتاليين 
(0,5> )م ء (1< )م و اعط فيمة كل منهما 
مدورة الى 107 
[6 من أجل أي قيمة ل ؛ يكون للحادثة ( 1>٤‏ ) و 
العكسية لها نفس الأحتمال ؟ 


برهن أن إحتمال الحادثة ( < 7 ) مستقل ب 


3 ثم اعط أحتمال هذه الحادثة مدورة الى 107 

ال قابلة للاشتقاق على المجال ]م +;0] 
()4()م +h)=‏ مع 
موجبین و ۸ 


عن 
له لن 
و غير معدومة حيث (1 
وذلك من أجل كل عددين 
)١‏ برهن أن () ۽ -(”/م من أجل كل 1<0 


مع (0)' م = 
2) استنتج أن =٥“‏ ()م من أجل كل 420 
[م متوسط عمر التلفاز 

تصرح شركة أن متوسط عمر تلفاز (بالسئوات) هو متغير 
عشواني بتبع قانون أسي . علما أن متوسط عمر الشاحنات 
اهو 14 سلة , - 
)١‏ أرجد وسيط القانون الأسي 
2) أوجد دالة الكثافة / 

3) مااحتمال أن يكون متوسط تلفاز ما أكب 


4) ما احتمال أن يكون تلفاز قد استعمل 14 سنة قادرا على 
العمل 6 سنوات أخرى ؟ 

متوسط عمر مقاومة كهربائية 

متوسط عمر مقاومة كهربائية يتبع قانون أسي نرمز له ب 
× ( يعبر عنه باليوم ) وسيطه 0.0012 ٠‏ 


1) ما متوسط عمر مقاومة 

2) أحسب أحتمال أن تعمر مقاومة : 
) أكثر من 100 يوم + 

ب) أقل من 60 يوما . 


) 100 يوم علما أنها تستعمل منذ 60 يوما . 


ming 94 Me 

٠ | 

با 5 ببدم 
5,6607 2,123 1.5141 1.0874 4 039845 0,1274 


دراسة احصالية بينت أن 50% من جملة أجهزة مشغلة من 
0 أسبوع لازالت في حالة جيدة و 


.0= (|0:200])م 


0 أسبوع ؟( النتيجة تعطى بدقة ثم مدورة الى 


(107 

3) نقبل أن متوسط عمر الأجهزة يعطى بالعلاقة 
eax‏ 

آ) برهن أن aed‏ 


ج ,,4 ٠‏ ( النتيجة تعطى بدقة ثم مدورة الى 


78489 
11905 
20187. 


621 
43“ 138 
67120859382 
ERSNI UBSEI T9‏ 
1) لخص هذه المعطيات في جدول من عمودين 
2) أحسب الوسط الحسابي ٠‏ التباين و الانحراف المعياري 


3) أحسب الوسيط و الربعيين 


4) أنشئ مخططا بالعلب لهذه السلسلة 
5) نتساءل عن مدى انسجام أعداد لبنى المكتوبة بطريقة 
عشوائية . من أجل هذا نقترح حساب * 


6) باستعمال الحاسوب أجرينا 1000 عملية لاختيار 50 
رقما محصورا بين 1 و 9 حصلنا على 100 نتيجة ل 
قيم 47 100 على مخطط بالعلب 


هل يمكن التأكيد بمجازفة بالخطأ مقدارها 10% أن للبنى 
تلقائية في انسجام العشوائية لديها ( أرقامها العشوائية 


منسجمة دوما ) ؟ 


للتحقق من مصداقية حجر نرد ٠‏ قمنا برميه 100 
امرة متتابعة و إليك النتائج 


Û كرحي‎ KR ECE 15:3 
21| 8 19l11 


جري يجهاز الحاسوب 2000 سلسلة ل 100 رمية لحجر 
الترد نتجت 2000 قيمة ل4 . قمنا بتلخيص على مخطط 


بالعلب توزيع قيم * ك 1000 


ming 2 Me 9 


0,5333 0,9333 4,5333 I 3 


ها 1096 


التأكيد يمجازفة بالخطأ مقدار 


- هل يمكن 


أن حجر النرد غير مزيف ؟ 


ل 315 :101 ١‏ 108 :2 
2) إذا علمث أن العشري الأول هو 0.584 
فستر لماذا يجب التعامل مع عينة عددها أكبرمن الذي 
2 مع المكعب: نقبل التعميم التالي : 
الاختيار العشواتي لثلاث أعداد حقيقية × /وء < من 
المجالة[ 1: 0 ] مستقلة عن يعضها البعض دوما ء يمكن 
محاكائه باختيار عشوائي لنقطة ( 2 : ر : :)181 من 
المكعب ( أنظر الشكل) 
K‏ 
1 
4 


و هذا يعني أن احتمال جزء منتظم 

هو حجم ۸ 0 

نفرض الفضاء متسوب الى معلم متعامد و متجائس 
OIE)‏ 

1) إنشاء مثلث : 

انختار عشوائيا ثلاث أعداد حقيقية × ء لاء ‏ مستقلة عن 

بعضها البعض من المجال [ 1 : 0 ] 

- ما هو احتمال إمكائية إنشاء مثلث أطوال أظلاعه 
«ءلاوج؟ 

2) مجموع ثلاث أعداد : 

- الإنشاء الهندسي : 

ليكن ) عدد حقيقي و ۸ : 8 و © النقط المعرفة 

كمايلي : 

(0:0:))هء(6)0:0:1(:8)0:2:0 

(:1) الجزء من المكعب المحتوي قي نصف الفضاء 

المعرف ب ]>2 ++ » و 3 هو حجم (18) 

0) أنجز المنظور المتساوي القياس مقطع المستوي 

+ لا + × على المكعب مع توظيح الحالات 

re [0:1]. e [1:2]. e [ 


ا) استنتج أنه من أجل : 


v=‏ [0:1]ء, 


E 
2 50 
tel: 22 7 


6 


e23] ۷ امالك‎ 


وات د حقيقية مستقلة عن بعضها 
البعض من المجال [ 1 :0 

00م 
مجموع الأعداد الثلاثة 

لع القطع النقدية المزيفة بقيمة 1001۸ 

يملك أحمد 5 قطع نقدية من نوع 0۸ 100 ۰ خطرت له 
فكرة ' التحقق من مصداقية القطع ” فهتدى الى فكرة ر 
٠‏ قا يرمي كل تلاق 00 23 
الجدول التالي: و 


FIRES 
54 |41 | 39 | 8 
|63 [46159| 61 42 


1) باعتبار مستوى الثقة % 90 ماهي القطعة الني 


يعتبرها أحمد مزيفة ؟ 
2) نفس السؤال السابق من أجل مستوى ثقة 96 95 ؟ 
السابق من أجل مستوى ثقة % 99 ؟ 


3) نقس السو 


ي التاسع للمحاكاة هو 0,0154 


ة في انتاج الثلاجا 


أن الثلاجة يمكن أن تحوي عيبين : عيب 


لحيم باحتمال مقداره 0.03 و عيب إلكتروني باحتمال 


حصوله على ثلاجة غير صالحة على الأقل ٠‏ 


50 . أحسب أكير عدد من الثلاجات بامكان هذا 
يشتريها . 


4) المتغير العشوائي الذي يرفق كل ثلاجة من هذه الشركة 
بمدة صلحيتها ( عدد أيام اشتغالها دون عطل ) يتبع قانونا 


سے 


9 


أسيا وسيطه 0,0007 ٠‏ أي دالة كثافة الاحتمال / المعرفة 
ی دیق 101 

f )( 20,0007 2 9+‏ 
- أحسب احتمال أن تكون مدة صلاحية ثلاجة ما تتراوح 
بين 700 يوم و 1000 يوم . 
-:1)م. ( يمكنك ملاحظة أن المحاولة 
التاسعة عشر كانت تعادلا ) 


ب- أحسب (02 


ج- من أجل كل عدد طبيعي » محصور بين | و 
9.ضتر الحادثة * 2 بدلالة ,4و ,8 و استنتج 
p(T=2k)‏ 

د- أحسب الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي 1 و انحرافه 


المعياري . 


يحتوي صندوق على قريصات خضراء و قريصات 
بيضاء و أخرى حمراء ( لا نمير بينها باللمس ) 

10 من القريصات خضراء و عدد القريصات البيضاء 
القريصات الخضراء . 


يسحب لاعب قريصة عشوائيا ٠‏ إذا كانت حمراء يأخذ ربحا 


3 مرات 


إذا كانت بيضاء يأخذ مربع الربح القاعدي و إذا 


كانت خضراء يخسر مكعب الريح القاعدي . 


1) نفرض أن الربح القاعدي هو 20 


ه) أكتب قائون الاحتمال 
ا ) أحسب الربح المتوسط المأمول بعد عدد كبير من 


2) نريد تعيين ١‏ قيمة الربح القاعدي حت يكون أمل 
الربح أكبر ما يمكن . 

تعطى النتيجة بالدينار 
لیکن × 


«) بين أن المسألة تئول الى دراسة النهايات الدية 


ح القاعدي 


فة عل بونجل ]10:70 ي 


/ (%)= =O,1x  +0,3x «0, 6x 


دا) لدنرس نتجاه تغيرات E‏ 
استنتج حلا للمسألة السابقة ٠‏ 


اختيار من متعدد 

انجزء الأول : 

تستعمل شركة ينكين للمعطيات ( 81 ) و (82) - 
* ( 81 ) يحوي 6000 عنوانا ( 120 خاطئ و 5880 


صحيح ) 


* ( 82 ) يحوي 4000 عنوانا ( 200 خاطئ و 2800 


0,495 
0.6x0,98+0.6x0.02 
0.6x0,98 ( 
0.60.98 


( 
0.60.98 + 0,4x0,05 


فية آلة ( بالساعات ) ( الى لن يظهر 


۴ اول عطب بها ) تتبع قادون أسي ۲ معرف 


برسيط 00005 


أن تتعطل الآنة قبل الزمن ۲ هو 


a‏ ب (إحبيه|)م 


1) احتمال أن تكون مدة صلاح آلة أكير من 
0 ساعة هو : 


3 
(b‏ ثم 
سد 
1-e ™™ (c‏ 
ع 
E‏ 
2) مدة الصلاحية المتوسطة معطاة ب 
[ae “ax‏ سناع E‏ 
مدة الصلاحية المتوسطة ( بالساعات ) هي + 
(a‏ 3500 
(b‏ 2000 
) 253124 
(a‏ 3000 


صحيح أم خاطئ 
أخذنا عشوائيا عدا حقيقيا من المجال [ 1 : 0 ] 
فاحتمال أن يكون مربعه أصغر من 0,4 أكبر من احتمال 
أن يكون مربعه أكبر من 0,7 
[[ع نسحب من صندوق يضم ١‏ كرة مرقمة من 1 إلى 8 
كرتين على التوالي مع الإرجاع ٠‏ 
أن يكون رقم الكرة الأولى أكبر من رقم الكرة 
الثانية يساوي احتمال أن يكون رقم الكرة الثائية أكبر من 
3 لأولى 


البعض عددين حقيقيين من المجال [ 1 : 0 ]و نرمز ب 
7 للعدد الأكبر . 

كثافة 7 هي )2 = ())1 

كم في مستو منسوب إلى معلم متعامد و متجاتس 
[0:7.7) نعتبر ( © ) دائرة مركزها 0 و تصف فطرها 
۲ ماخوذ عشوائيا من المجال [0:1].إحتمال تقاطع السدائرة 
( © ) مع المستقيم | = لر + ×:(0) أكبر من 0,5 


استعمال بعض الوظائف على الحاسية البياتية 83105 77 . 


لاء 1+ 2+ ترج ٭×: f‏ . 


TE RET‏ سم 
EE KS 2+1‏ 
على الشاشة المقابلة ie‏ 


و 700110101 للتصغير 


seas 
Zoom In Zoom Out 


Hote 


1 لحساب صورة 2- = × تستعمل اللمسة 


ثم نضغط على اللمستين |[ د |[ ثم نوافق 


minimum 
maximum 
intersect 


2 أ 
FFE‏ هسه 


< حساب التكامل : مثلا 


2 حساب العدد المشتق (,ئد)' / 
ة السادسة »«ل / لإ4: 6 


توافق ثم نسجل 0 قيمة ل ,× ثم نوافق نحصل على النتيجة 
في أسفل الشاشة 


< رسم المماس لمتحن عند نقطة مته 
DRAW 03‏ 


تسل اقلا اا رند في القائمة 11/173717 


الوظيفة العاشرة 0:501۷١١...‏ توافق وتحجز العبارة 


E 
bound=( 15 
.left-rt=ê 


لاء نضغط على 21 اا رنعيّن الرظيفة الخاسة 


مرات تحصل على الفاصلة ...3,14619 = × والترئيب 


استعمال CASIO GRAPH‏ › +35 › 65 و85. 


الدوال 
تحر ادانة باستعمال ( ا ) ٠‏ سوية مجال الر-.م ( 15 إل ترسم المنحني على [10:10]__ -[ 


as (ov) 2 29‏ سس 


اح EE‏ الل 2 


` ا ا بير 
حل مك كير 
ea 1‏ مسسسم لاك م سكم 


E n ا‎ 


× لنقطة تقاطع المنحني مع حامل محور الفواصل 


كه ١ 20 )© Solv)‏ 71 ) » سنحصل على الشاشة الموالية 
ا لمعبو وم سانا 


o oT RE I RFI IFET CF‏ ينا 


ETE 


لحساب المؤشرات 


I‏ م E‏ |" 1۷ م ترا 


د والاتحراف المعياري 67> 5 


شم ,0 و0 .. 


RS E | E 


list List,‏ عدبا 


ايل الكهب الدريية 
الابتدائ-المتوسط-الثانوي 


و کہ العنا 0 التعليمى 


